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1 Fair Play

Aufgabe 1.1. Losung: Wir schreiben R = (Ry,...,Rn_1)" und € = (&1,...,&n-1)". OE sei
Ry = 0. Nach Definition gilt Ry_; = Y5 e;&, k=2,...,n, d.h.

€1 0 0 . 0

€1 €9 0 0
E=M§ und M = €1 ey ez ... 0

€1 €y €3 ... €np-1

Andererseits gilt Ry — Ry_1 = (Zlffl - Z’fd)e,& =eg_1&k_1, also

et 0 0 ... 0
—651 651 0o ...
§=MT'R und M7'=| 0 -e' et ... 0
0 0 0 ... —elt; el

Mit Hilfe der Matrizen M und M~! kann man nun die z; aus den r; und umgekehrt

gewinnen.







2 Bedingte Erwartung

Aufgabe 2.1. Losung:

(a) Wir wissen bereits, dass (X,Z) = E(XZ) ein Skalarprodukt in L?(P) ist. Fiir
X € L3(P) haben wir

Cov(X,Z)=E[(X -EX)(Z-EZ)] =E(XZ),

d.h. die Kovarianz ist tatsichlich das Skalarprodukt in diesem Raum der zentrierten
ZV.

Wir miissen noch die Abgeschlossenheit von L2 zeigen. Dazu sei (X,,), c L2 eine
Cauchy-Folge in L3. Da die Normen von L? und L2 auf L iibereinstimmen, ist (X}, )y,
also auch eine L2-Cauchy-Folge und daher existiert ein X € L2 mit lim,, | X - X, |2 =

0. Wir brauchen noch, dass EX = 0. Das geht so:

Dreiecks-

|EX - IEAXn| < E|X - Xn|
ungleichung
= E(|X - Xn[-1)
Cauchy-
< VE (X - X P)VE (12)
Schwarz

= “Xn_X”LQTH—oo)O

Also gilt EX =lim, EX,, =lim, 0 =0.
(b) Weil VX = |X|? = E(X?) das Quadrat der Norm ist, ist die behauptete Gleichheit

einfach das Ausmultiplizieren des Skalarprodukts:

(Z X, ijXk> =E (ZX ;Xk) -E (Z XiXk) - Y E(XiX})

= D E(XiXi) + ) E(XiXy) = SN E(X?)+2Y E(X;Xp).

ik i i<k

(¢) Weil VVX = |X| in L3 gilt, handelt es sich bei der Behauptung einfach um die
Dreiecksungleichung (Minkowski-Ungleichung) fiir die Norm. Fiir die ist bekannt,
dass Gleichheit genau dann auftritt, wenn die Vektoren Xji,..., X, kollinear sind,

d.h. sich um einen skalaren Proportionalitatsfaktor voneinender unterscheiden.

Aufgabe 2.2. Losung: Loésung 1. Die bedingte Erwartung ist eine orthogonale Projektion

(vgl. Satz 2.5) und als solche ist sie eine Kontraktion.
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Losung 2. Wir verwenden bJensen (Satz 2.7.d) und erhalten

E(X | #)*<E(X?|.Z)
= |E(X | #)|5. =E[E(X | #)?| <E[E(X?| F)] =E[X?] = | X|3.

Aufgabe 2.3. Losung: Wir zeigen sogar, dass die Abbildung Lipschitzstegig ist. Das folgt aus

der Dreiecksungleichung von unten:
IXT=1YI <X -Y].
Bitte machen Sie sich klar, wie man diese Dreiecksungleichung nach unten zeigt:
[ X[ =X -Y+Y]|<|X-Y]|+]Y] = [X]-[Y]<[X-Y];

nun tauschen wir die Rollen von X und Y'...

Aufgabe 2.4. Losung: Zunichst erinnern wir uns daran, dass % = o({A}) = {3, A, A°,Q}
ist. Eine Funktion X ist .#-messbar, wenn {X < A} € .Z fiir alle X € R gilt, d.h. es ist
klar, dass eine .#-messbare Funktion eine Treppenfunktion mit Treppenstufen aus .% sein
muf. Um Trivialitdten auszuschliefen nehmen wir zudem an, dass 0 < P(A4) < 1 gelten
soll. Mithin haben wir

X=a]lA+b]lAc +Cﬂ®+d]lQ = (a+d)]lA+(b+d)]lAc.
OE konnen wir also d = 0 annehemn, da a,b beliebig sind. Die L2-Bedingung ist dann
0o > RE(X?) =a®+b?

stets erfullt.

Fiir eine diskrete ZV X gilt X(Q) = {z1,...,2pn,...} und o(X) = o({X; = x;},i =

1,...,n,...). Die Uberlegung von oben zeigt, dass eine (X )-mb. Funktion von der Form
Y= Y yilixauy) = 2 Yil ey (X)
1 K3

sein muf und die Integrabilititsbedingung ist dann EY? = ¥, y?P(X = ;) < oo.

Aufgabe 2.5. Losung:

(a) Die Mengen {Zy = ti1,...,Zy = t,} = N[-1{Z; = t;} partitionieren Q wenn die ¢; die
Wertebereiche der ZV Z; durchlaufen. Offensichtlich sind diese Mengen disjunkt,
d.h. das Argument aus Beispiel 2.3 liefert sofort die Behauptung.
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(b) OE sei n =1 (sonst argumentieren wir mit Vektoren). Wir definieren f(t) := E(X |
{Z =t}). Aus Beispiel 2.3 wissen wir bereits
E(X[Z2)= ) EX[{Z=tHlzy= ), fOLn(2)=[(2)
teZ(Q) teZ(92)
d.h. f(Z) ist ein Kandidat fiir die Darstellung von E(X | Z) als Funktion von Z,
d.h. f(Z) = ¢(Z) und damit ¢(t) =E(X |{Z =t}).

Aufgabe 2.6. Losung;: ‘Achtung: Fehler in Angabe! Es muss gelten: '€ .% und w € F‘ Nach

Voraussetzung gilt X1 g = Y1z und mit einem pull-out Argument folgt
1r-E(X | .2) """ E(X1p | 2) Y BE(vLp | 2) P 10 E(Y | 2).
WEeil bedingte Erwartungen nur f.s. definiert sind, folgt somit

1p-E(X|Z)E1p E(Y|F) = E(X|F)=E(Y|F) fs. aufF.

Aufgabe 2.7. Losung: Wir miissen zeigen, dass
E[(X-Y)1p]=0 VFeZ «— E[(X-Y)P]=0 V®ecM(F)

(Myp(F) sind die .#-mb, beschrinten ZV). Die Richtung ,,<* ist trivial. Umegkehrt
folgt aus E[(X - Y)1g] =0, dass E[(X - Y)®] = 0 fiir alle beschrédnkten .%-mb Trep-
penfunktionen ® gilt. Mit dem Sombrero-Lemma wissen wir, dass wir beliebige .%-mb.
beschrinkte Funktionen durch solche Treppenfunktionen approximieren konnen und dass
dann auch |®,| < |®| gilt, vgl. MI Korollar 7.12. Daher kénnen wir dominierte Konvergenz

auf [(X - Y)®,| < |(X -Y)®| e L'(P) anwenden und finden

0= HmE[(X - Y)®,] = E[(X - V)®] fiir alle ® ¢ My(F).

[ ]
Aufgabe 2.8. Losung: Wir haben
(B(X | ), Z)> =E[E(X | 7)Z] " E[B{E(X | #)Z | 7}]
PENE[E(X | 2E(Z] F)] = (E(X | £). E(Z] F))e.
Die zweite Gleichheit zeigt man genauso.
[ ] ]
Aufgabe 2.9. Losung: Fiir alle F € .Z gilt wegen der L'-Konvergenz
LXdP:JL@oLXndPDEfgL@OﬁE(Xn | F)dP = fFZdIP
und das zeigt Z = E(X | Z#).
[ ] ]
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Aufgabe 2.10. Losung: Die Gleichheit
VFeF - fFXdP:f]lpx d}P’XiLFf]lePfXdP:IP(F)EX:fFIEXdIP’
zeigt, dass EX eine Version der bedingten Erwartung E(X |.%) ist.

Aufgabe 2.11. Losung: X,Y haben nur Werte 0,1. Die o-Algebra .% wird erzeugt durch
Ap={X+Y =0} und A; ={X +Y >1}. Wir wissen, dass

E(X ’ 9) = aO]lAO +a1]1A1
mit o = E(X14,)/P(A;). Aber in Ag ist X =0, d-h. ag =0. Andererseits gilt
X=1ixoy = X1a, =Tixoylixiven = Tix-1y

(nachdenken! X,Y konnen nur 0 oder 1 sein!). Damit

p p

TP(A) 1-(1-p)?

a1
und daher
E(X | .7) = ——5 Lixers)-
1-(1-p) g
Da X, Y symmetrische Rollen spielen, erhalten wir
p
EY|F#F)=——1
( | ) 1— (1 _p)2 {X+Y>1}>

und diese ZV sind sicher nicht mehr unabhéngig.

[}
Aufgabe 2.12. Losung: Schreibe
X-EX=X-EX|%)+E(X|Z)-EX.
L7 F-mb
Daher
E((X -EX)?) = E([X ~E(X | #)]°) + E([E(X | #) -EX]?)

=E(V(X | %))+ V(E(X | %)).

[ ]}

Aufgabe 2.13. Losung: Wir zeigen 14,5 =0 f.s. Esist P(A| %) =E(14|.%) eine #-mb ZV.
Daher ist B € .#. Mithin:

E(1alp) “ET E(E(Lalp | Z)) "= E(E(14 | #)15) = 0.
[ —
=0 auf B
Damit E(1a1p) = P(AnB) =0 also 1415 = 14n5 = 0 f.s. also B c¢ A€ bis auf eine

Nullmenge.

10
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Aufgabe 2.14. Losung: Es gilt

[rP(A| F)dP _EAFEMA[F)) put E(EApla|F))
JoP(A|F)dP  E(E(La|F)) out E(E(La|F))
tower IE:'(]IF]IA) _ P(AQF) _

© B R@) T4

Aufgabe 2.15. Losung: Wir definieren Y := E(X | .#). Wenn X € L?, dann ist alles sehr

einfach: Zunéchst bemerken wir, dass
X ~E(X|.%) = E(X?)=E(Y?)
und daher gilt dann
E[(X-Y)?] = E(X?)-2E(XY)+E(Y?)
R B(X?) - 2B(EB(XY | F)) + E(Y?)

pull out

E(X?) - 2E(YE(X | %)) +E(Y?)

E(X?) - 2E(Y?) + E(Y?)
= E(X?*-E(?) =0,

was dann X =Y f.s. zeigt.

Nun sei X € L'. Dann ist
X,=(-n)vXAneL? und Y,:=(-n)vY An=(-n)VvE(X|.Z)AnelL?

Nach dem eben Bewiesenen gilt X, ~Y, &Y, =E(X,, | ) =— X, =Y, fs. =— X =Y

fs., weil X, > X, Y, » Y fs. (und in L' wg. dominierter Konvergenz).

Wir miissen nur Y, = E(X,, | #) zeigen, da die Abschneideoperation die Verteilungsgle-
ichheit erhalt.

i) Y, ist .Z-messbar, da Y, := (-n) VY An und Y % -messbar ist.

ii) Mit der bedingten Jensen-Ungleichung fiir die konkave Funktion z — n A x erhalten

wir
E(XAn| ZF)SEX|F)an=Y An.
iii) Wenn wir in ii) den Erwartungswert bilden, sehen wir
E(X An) <E(Y an) Y E(X An),

also kann in der Ungleichung in ii) nur auf einer Nullmenge ,,<“ gelten, d.h. wir
haben

E(XAn|ZF)=Y An.

11
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iv) Analog erhalten wir dann noch
E((-n)vXaAn|Z)=(-n)VvY an.

Aufgabe 2.16. Losung: Wir definieren Y := E(X | ¢). Mit Hilfe von bJensen sehen wir
E(Y?) <E(X?) < co. Nun verwenden wir die Unabhéngigkeit

E(XY)=EXEY "*=*"

(EY)2.
Weil die bedingte Erwartung eine orghogonale Projektion ist, wissen wir

X-Y1Y < E[(X-Y)Y]=0 = E(XY)=E(Y?).

Damit gilt E(Y?) = (EY)?, also VY =E[(Y -EY)?] =E(Y?) - (EY)?=0, dh. Y =EY =

EX.
[ ] ]
Aufgabe 2.17. Losung: Es gilt
P(|X|>a| Z)<P(X?>d* | F)
= E(]I{X2>a2} | ﬁ)
X2
< E(?]I{XQZ(J?} | y)
1 2

< ﬁE(X | 7).

[ ]

Aufgabe 2.18. Losung: |Achtung: Fehler in Angabe! Es muss gelten: p,q € [1, 00] ‘ Zunéchst

sollten wir uns klar machen, was die Ungleichung im Fall p=1,¢ = co (oder p = c0,q = 1)
bedeutet. Hier ist X € L' und Z € L™, d.h. Z ist f.s. durch eine Konstante beschrankt:
|Z] < K f.s. Daher gilt

B(XZ | Z)|<E(X]-|2]| #) <E(|X]- K | F) = K-E(|X]|| #)

und das ist die Behauptung.

Nun zum interessanteren Fall p, g € (1, 00). OE seien X, Z > 0. Wir kennen aus [Schilling-MI,
Lemma 14.2] die Youngsche Ungleichung;:

p q
ABsA—+B—, A,B>0,1+—=1.
p q p q
Wir definieren
X Z

B:

A = =
E(X7 [ 7)1 E(Z1] 7)1

12
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und erhalten dann
XZ . XP . A
E(XP | Z)PE(Z7] 7)1~ pE(XP | 7)  qB(Z7] F)

Nun bilden wir die bedingte Erwartung E(--- | .#) auf beiden Seiten dieser Ungleichung

und sehen (mit pull-out und Linearitét)

E(XZ|.F) CE(X?| 7)) B2 F)

11
< S =1
E(X? | F)PE(Ze| F)a " pE(XP[.7)  qE(Z9].7) p g

Die Behauptung folgt nun durch einfaches Umstellen.

Aufgabe 2.19. Losung: Offensichtlich gilt
X+Z=E(X+Z|X+2)=E(X|X+2)+E(Z|X+2).

Daher reicht es aus, E(X | X + Z) = E(Z | X + Z) zu zeigen. Nach der Definition der

bedingten Erwartung ist das dquivalent zu

f X dP - ZdP VB e B(R)
X+ZeB X+ZeB
— fX]lB(X+Z)dIP: f Z15(X +Z)dP VB e B(R)
— [[a1p@+y)P(X edn,Zedy) = [ ylp(a+y)P(X cdv,Zedy) VB e H(R)
und die letzte Gleichheit gilt, weil die ZV X, Z iid sind:
ff 2lp(z+y)P(X edz, Z € dy) = ﬂ zlp(z+y)P(X edx)P(Z € dy)
e f ylp(y +2)P(X ¢ dy)P(Z € dz)

umbenennen

X4 ﬂ ylp(y +2)P(Z € dy)P(X € dx)

umbenennen, iid
Fubini [/yﬂB(y+x)P(X € dz)P(Z € dy)

= / ylp(y+x)P(X edx, Z € dy).

[ ] |
Aufgabe 2.20. Losung: Es gilt
tower
E[(X-2)?] "= E[E((X-2)*|X)]
= E[E(X?|X)-2E(XZ|X)+E(Z*| X)]
= E[X?-2XE(Z|X)+E(Z*| X)]
A E[X?-2X - X + X2
= 0
Daher folgt X = Z f.s.
[ ] |

13
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Aufgabe 2.21. Loésung: Es gilt

14

E[1{z¢ X] ETR [E(1{z¢y X | 2)]

Messbarkeit E[]l{zgc}E(X | Z)]

Voraussetzg. [ Lzeq Z] ‘
Wir erhalten damit

0=E[(X -2)iz¢)] =E[(X - 2) (L {xsepniz<er + Lixecinizee)) ]
und damit (beachten Sie fiir Ungleichung die Menge in den Indikatorfunktionen!)

0<E[(X - 2)1{xsepnizeat] = “E[(X = 2)Lixcaniz<ar] -

Alle Rechnungen bis hierher gelten auch, wenn wir X und Z vertauschen, daher erhalten

wir auch
0<E[(Z - X)1{zsepnix<er] = “E[(Z = X)L {xcepn(z<es] -
Und daher folgt zunachst
E[(X = Z)1(x<ejniz<e}] = 0
mithin
0<SE[(X = 2)({xsepnizee;] =0 wnd  0<E[(Z - X)(1{zse)n(x<e}] = O-
Also ist entweder X = Z fast sicher oder es gilt
P{X >cin{Z<c})=PH{{Z>c}n{X <c})=0.

Aber auch hieraus folgt X = Z fast sicher, denn

OSIP’{X;tZ}:P((U({ZSq}n{X>q}))u(U({XSq}m{Z>q})))SO.

qcQ qeQ




3 Martingale

Aufgabe 3.1. Losung: Wenn EX" existiert, dann ist ¢(6) n-mal differenzierbar, und es gilt

d" px ) ( n_0X ) n
E =ElX =E(X").
d0”¢( )= (dan . ],.0) =B
Das sieht man ganz einfach mit dem Differentiationssatz fiir Parameter-Integrale.

In einigen Situationen kann man aus der Existenz von Ee?X auf die Existenz von E(|X|™)

schlieflen, z.B. wenn 60X > 0 ist. Dann existieren exponentielle Momente.

Fiir eine normalverteilte ZV mit Mittel 0 und Varianz 1 gilt

¢(0) =

936 e 2/2 dx

Vol
\/ﬂf o022 02 =2 [2 g, 922
\/ﬂf (@022 3. . 072
\/ﬁ f 12 gy . 5712

2
=2,

Aufgabe 3.2. Losung: Hinweis: Zum jetztigen Wissensstand ist die Aufgabe relativ schwierig

(siehe untenstehende Losung). Intuitiv ist die Losung aber klar. Wir haben

E(Xn | Xla' o 7Xn—1) (:) fm]P)(Xn €dx | Xla' "aXn—l)

/ T1o,x,,) dz (Voraussetzung)
= N dx Voraussetzun,
'[0 Xn 1 ( g)
Xn-1
< f ldzx
0
= An-1

also ein Supermartingal. Das Problem ist die Rechtfertigung des mit (*) gekennzeichneten

Schritts!
Vorbetrachtung: es seien X,Y ZV. Dann gilt fiir Borelmengen B, C
P(X € B,Y € C) =E(1p(X)1c(Y)) 2 E(E(Lp(X)Le(Y) | V)

pull out

EE(1(X) [ Y)1c(Y)).

15
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Nun verwenden wir die Tatsache (Faktorisierungslemma, z.B. [Schilling-MI, S. 38, Lemma
7.17] oder [Schilling-WT, Anhang A.3], dass es eine Funktion f gibt, so dass E(15(X) |
Y) = f(Y) (natiirlich héngt f von X und B ab). Daher:

P(X € B,Y € OE(f(N)1e(M) = [ f() (Y <dy).

Die Aufgabenstellung sagt uns aber, wie fiir X = X,, und Y = (Xj,..., X,,_1) die Funktion
f(y) aussieht: f(y)=P(XeB|Y =y)= [z y’lll[o’y](:p) dz. Also gilt

P(Xn € B,Xn,l € C,Xn,g € Cn,g,... ,Xl € Cl)

1
- /[ f/ o, ,1(2) de (X € day,..., Xnoy € dn 1)
Tn-1

Cix+xCph_o C B
1
= [O L . ]l[07xn_1](1‘) dx P(Xl € 01, AN ,Xn,g € Cn,Q,Xn,l € dl‘nfl)
n-1
1

=K

5 XTH]1[0,an1](fﬂ)]lc(Xn—l)]lcn_Q(Xn—l)"'ﬂcl(Xl)dﬂf-

Nun wahlen wir C; =--- = Cj,_2 = R und haben eine Gleichheit zwischen zwei Maflen, aus
der sich (*) ergibt.

Wenn wir bedingte Dichten (wie in [Schilling-WT, S. 158ff.]) verwenden, gibt es eine viel

einfachere und zugleich allgemeinere Losung.

Aufgabe 3.3. Losung: Da nach Voraussetzung E&, und V¢, existieren, ist &, € L? und daher
ist auch X,, € L2. X, ist auBerdem als Funktion der &,...,&, F,-messbar. Nun zur
Martingaleigenschaft:

X2 - VXp - (X2-VX,) "M x2 X2 _VX, - V& + VX,

= (Xn+1 - Xn)(Xn+1 + Xn) - V£n+1
= §n+1(2Xn + §n+1) - anJrl
= 2Xp6ni1 + iy — Vénn

Nun bilden wir die bedingte Erwartung und erhalten mit pull-out und Unabhéangigkeit
IE:(]wnﬂ - Mn ’ yn) = E(QXn§n+1 +€721+1 _V§n+1 | e95)
= 2X,E(&ns1 | Fn) + E(fgﬂ | Fn) = Vénia

= 2X, E(&ne1) + E(E2,1) - Vi
= ]E(£3L+l) = V&n1 = 0.

Beachte, dass E&,+1 =0, d.h. V&1 = E(ngl).

Aufgabe 3.4. Losung:

16
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(a) Die ZV M, sind offensichtlich integrierbar (da beschrénkt) und .%,-mb (da Funktion
von X1,...,X,. Wir sechen daher
E(Mps1 | Fn) = E(Mp +&ni1 = (P~ q) | Fn)
= Mn+E(§n+1 |<g.n) - (p_Q)
n+ ﬂn
2T M+ B(nn) - (- ) = M

E&n+1=E&1=p—q

P
beschrankt!). Weil §,41 1L.%,, und da N,, .%,-messbar ist, folgt

Enet
(b) Offensichtlich gilt N,11 = N, (g) " Integrierbarkeit von N, ist klar (ist ndmlich

E(Nps1 | F) = NnIE[ (g)g’”1
- s (3)]
= No [£P(Gr1 = 1) + EP(6s1 = -1)]

AT B

%]

Aufgabe 3.5. Losung: Die Richtung ,,<=“ ist offensichtlich. Die Umkehrung ,,=*“ verwendet

die tower property mehrfach:
E(Xo | Zi) 5" E(E[Xy | Faaa]| Fp) 2 B (Xt | F2)

und wenn n — 1 < k ist, wiederholen wir diesen Schritt, bis wir X}, erreichen.

Fiir Sub- oder Supermartingale miissen wir einfach ,,=“ durch die entsprechenden Ungle-

ichheitszeichen ersetzten.

Aufgabe 3.6. Losung: Losung 1. Fiir das sub-MG (-X,,),, haben wir die eindeutige Doob-
Zerlegung:

-Xp=-Xo+ M, + A,

mit M, Martingal mit My = 0 und dem wachsenden Prozefl Ap < A; < A3 <---. Indem wir

Erwartungen auf beiden Seiten bilden finden wir

-EX, =-EXo+EM, +EA,
=-EXy+0+EA, (da Martingal)

und da EX,, = EXj folgt EA, =0. Da aber Ag >0 und A4, 1, mufl A, =0 gelten. Damit

-Xp=-Xo+ M, = X, =M, +Xy = MGL

17
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Losung 2: Da X, ein super-MG ist, gilt E(X,,+1 | %) < X,,. Damit ist die ZV
Up:=Xn -E(Xp+1 | Fn) 20.
Nun gilt aber
0<EU, =EX,, - EE(Xps1 | %) S EX, - EXpyq =
Damit gilt U,, =0 oder E(X,+1 | %) = Xy
Losung 3: Da X, ein super-MG ist, gilt fiir jedes n >0
[ XoudP< [ Xodp VF e,
F F
Nach Voraussetzung haben wir EX,, = EX,,,; (konstant!!), also

]XmldIP’:andIP’.
Q Q

Ziehen wir diese Formel von der vorangehenden ab, finden wir fiir alle F' € .%,

- [ Xpo1 dP = ] Xpo1 dP - ] Xpo1 dP
Fec F Q
S/XndIP’—andP:—f X, dP
F Q Fec

also
f Xn+1d}P’>f X,dP VYFeZ,
Fe Fec

Da aber F € #, < F°e %#,, folgt
anHdIP’:/Xnd]P’ VF e Z,
F F

Aufgabe 3.7. Losung: Wir bemerken zunéchst, dass C' e M ein Martingal ist, d.h. die linke
Seite der Behauptung ist wohldefiniert und dass DC ein vorhersagbarer beschrankter

Prozess ist, d.h. die rechte Seite ist wohldefiniert.

Nun gilt

M:

De(CeM),=> Di(CeM;—CeM4)

.
Il
—_

Di(Ci(M; - M;-1))

<.
Il
—_

D;Ci(M; = M;-1)

[y

[
’“ﬁ

DC) o M,
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Aufgabe 3.8. Losung:

(a) Da m <n finden wir

11 out
)L

MG
E( XYy | T X E(Yy | ) "5 XV

(b) Wir nehmen den Erwartungswert in der Relation aus a) mit m=j-1und n=j

E(Xj1Y)) =" EE(X;1Yj | Fj-1) = E(Xj-1Yjm1)

aus a)

und da X und Yj symmetrische Rollen spielen finden wir auch
E(Yj1X;) = E(X;1Yj).
Somit
E[(X; - Xj-1)(Y; - Yj1)] = E(X;Y)) - E(X;1Yj1)

und die Behauptung folgt, indem wir tiber j =1,2,...,n summieren.

(¢) Wir nehmen in b) X,, =Y, und finden dann
E(X2)=E(X5)+ ilE (X - X;21)7).
j=
Da die ZV X; - X1, 7=1,2,...,n Erwartungswert 0 haben, gilt
V(X5 - X)) =E((X; - Xj-1)%);

weiter ist VX2 = E(X2) - (EX,)? = E(X2) - (EXp)?, da (X,)n ein MG ist.
(d) Fiir festes n und jedes .%,,_1-mb. ZV Z e L? gilt
E(Z(Xn - Xn—l)) rozer E (E[Z(Xn - Xn—l) | cg’fn—l])
PN E (ZEL(X0 - Xam) | Za])
Martingal

E(Z-0)=0.

Damit ist der Zuwachs Xn—Xn,llyn,l und da Xo, X1 —X(), X2 —Xl, ceey anl —Xn,g

alle #,,_1-mb. sind, sind die Zuwéchse paarweise orthogonal.

(e) Wir erhalten mit Hilfe der Polarisationsformel
AX0 Yy = (Xn +Y3)? = (X, - Yn)?
und daher
A XnYn = (X, Y )n) = [(Xn + Y)? = (X +Y )] = [(Xp - ¥0)? = (X =Y )]

Entsprechend der Definition von (Z) ist Z2—(Z) ein Martingal (wenn Z ein Martingal
mit Z, € L? ist), d.h. auf der rechten Seite der letzten Gleichheit steht die Differenz

zweier Martingale, d.h. es ist wieder ein Martingal.
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(1]
Aufgabe 3.9. Lésung: Es gilt Xy =0 und X; - X;_1 = 15, also ist nach (3.9)
Ap = iE(Xz‘ -Xi1 | Fi1) = iE(ﬂFi | Fi-1),
und nach (3.10)
My = X - Ap = i(]lﬂ -E(Lp, | Fi1))-
(T

Aufgabe 3.10. Losung: ‘Fehler in der Angabe: (X,)nen, und %, = 0(Xo,...,Xpn) ‘

(a) Esgilt S, = Sp-1 + X, X;,-1. Weil die X,, nur +1 sein konnen, gilt offensichtlich
{Sp>Sn-1} ={Xp1Xpn=1}={Xp1 =X, = -1} u{X,1 =X, =1}
und wegen Unabhangigkeit ist
P(S,, > Sno1) = P(Xpo1 = —1DP(X, = -1) + P(X,-1 = DP(X, = 1) = ¢* + p2.

Wenn wir ¢ = 1 - p einsetzen und die Kurve p — p? + (1 — p)? diskutieren, sehen wir
dass diese Kurve bei p = 1/2 minimal wird und das Minimum 1/2 hat.
(b) Es gilt S, = Sp-1 + X Xp-1. Weil die ZV S,,_; und X1 %,-1-mb. sind gilt mit

pull-out und Linearitat

E(Sn ’ rgsn—l) = Sn—l + Xn—lE(Xn | yn—l)

X JL;Q—;”_I Sn—l + Xn—lE(Xn)

Snfl + (p - Q)anl-

Indem wir in dieser Gleichheit den Erwartungswert bilden, folgt

9 Rekrusion
_

ESp =ESp_1 + (p-q) ES, =a+n(p-q)°.

(¢) Wegen x50 = g%n-12XnXn-1 gilt mit pull-out

IE(:J:S” | Fno1) = 1R (xX"X"‘l | Fn-1)

2.§.c xSn_lE (xX"t) ‘

Sn-1 (

t:Xn—l

Xn—l) X

= x pr"‘l +qx”

Das konnen wir folgendermaflen schreiben

E (2% | Foo1) = 25 (Iix, o1y (pr+4) + Ty, o1y (B +q)),
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und es folgt

E(:L‘S" | ﬁn,l) < ot (3:+ 1).

T
Wir setzen y = x + 1/x und dividieren beide Seiten durch y". Es folgt

Sn
E(:U |fn_1)<x

n ynfl :

Sn—l

Wir behaupten, dass diese Folge gegen Null konvergiert. Zunéchst bemerken wir,

dass
a-n<Sp,<a+n

gilt. Daher gilt

Sn

fiir 2 € (0,1), dass 0 <2% <2"™ — 0<Z2 < 2 <a®, weil yz = 1427 > 1.

Sn

yn
.. n .
fir 2 > 1, dass 0 < 2% < 29" — Osg—néx”—nSx“, weil y/x=1+1/2?>1.

Y

Aus diesen Abschiitzungen folgt, dass = [y — 0.

Die Zerlegung S = a+ M + A in ein Martingal M und einen vorhersagbaren Prozess
A folgt aus der Doob-Zerlegung. Was nicht klar ist, ist die L2-Integrierbarkeit von
M (und A).

Weil S, beschrinkt ist und weil A, = 370 E(S;-Si—1 | Zi-1) gilt (vgl. den Beweis der
Doob-Zerlegung), folgt, dass S,, und A,, in L? sind, damit aber M,, = S, —a—A,, € L.

Den Kompensator (M) von M erhalten wir mit der Formel (3.13):
(M)n =Y E((M; - Mj-1)* | Fia).
i=1
Aus der Doob-Zerlegung von X wissen wir aber auch (&hnliche Rechnung wie in Teil
b))
M;— My =(Si - Si-1) — (A — Ai-1)

=(Si=8i-1) ~E((Si - Si-1) | Zi1)

= XiXi1 - XiE(X;)

= Xi-1(Xi—(p—9))

also (M; — M;_1)?* = (X; - (p—q))?, weil X;_; = +1. Es folgt

E((M;-Mi1)? | Fie) = E((Xi-(p-9)°| Fia1)
T E(X - 0-0))
= VX, =4pq

und somit (M),, = 4pgn.
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Aufgabe 3.11. Loésung:
(a) Wir verwenden die natiirliche Filtration .%#, = 0(Xo,...,X,). Nach Voraussetzung
gilt
EX, =EXo=EX,1.

Weil X ein Super-MG (SMG) ist, gilt fiir alle n und F € %,

SMG
meldIP) < [XndIP _ IEXn—/ X, dP
F F Fc

SMG
< EX, - Xps1dP
Fc

- EXp- [ XuadP= [ Xoodp
Fe F
und daher gilt iiberall ,,=*“ und X ist ein Martingal.

(b) Die ZV X,, Aa haben alle die gleiche Verteilung und damit gleiche Erwartungswerte.
Nach Teil a) geniigt es daher zu zeigen, dass (X, A a), ein Super-MG ist. Das
folgt entweder aus Satz 3.5.e (angewendet auf das sub-MG —X) oder durch direkte
Rechnung;:

|Xn Aal < |Xn|+ae LY(P), X, Aa ist offensichtlich .%,-messbar.
Weiter gilt

Xpiina<a = E(Xy1nal| %) <E(a| %) =a
Xn+1 Aa < Xn+1 = ]E(Xn+1 Na | gn) < E(Xn+1 |ﬁn) < Xn

und es folgt E(X,11 Aa| %) < X, Aa, also Super-MG.

Analog zeigt man, dass (X, Vv a), ein sub-MG ist und mit dem Argument aus Teil

a) finden wir — mutatis mutandis — dass es sich auch hier um ein MG handelt.

(c) Wir zeigen {X,, > a} c {X,11 > a} ,fast sicher® fiir m e N und a € R, d.h. P({X,, <
af} N A{X i1 <a)) + P{ X1 <a} N {Xn <a}) =0.

Offenbar ist {X,, > a} ={X;, Aa—-a=0} € F,, und weil (X, Aa), ein MG ist, gilt

f (Xm+1/\a—a)dIP’:[ (X A —a)dP = 0.
{X'rn?a} {Xm>a}

Andererseits ist auf der Menge {X,, > a} der Integrand (X,,+1 Aa—a) < 0, d.h.
(Xm+1 Aa—a) =0 fast sicher auf {X,, > a}. Damit gilt die behauptete Inklusion

{Xm 2 a} c{Xn+1 2 a} ,,bis auf eine Nullmenge“.

(d) Wir wenden Teil c¢) auf die Konstante b € R und das MG (X, v b),, an. Dann gilt
{Xm < b} c {X}n41 < b} fast sicher. Fiir a < b folgt

P(X,, € [a,b], Xms1 € [a,0]) =0, meNy.
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Weiter gilt

{IXm = Xmaa| > 1/n} c %{Xm elgq+n ' I {Xmer ¢ [g,q+n7'])
qe

- ]P){|Xm _Xm+1| > 1/”} < Z P(Xm € [Q7q+n_1]7 Xma1 £ [Qaq+n_1]) =0.
q€Q

Weil P(X,, # Xin+1) = P(Un{|Xm — Xm+1] > 1/n}) = 0, erhalten wir X,,, = X411 fs.
Schliefllich folgt

P(X,, =X, Vm,n) :P(Q S U X ¢Xk+1}) - 1.
k

Aufgabe 3.12. Losung: Wie iiblich sei %, = {@,} die triviale o-Algebra. Daher ist My =
EMjy = m. Weil M,, .%,-mb ist, konnen wir M,, in der Form M,, = f,(&; ...,&,) darstellen

(fn ist eine geeignete Borel-messbare Funktion — Faktorisierungslemma, vgl. Anhang A.3).

Es folgt
M, = fn(fl, ce ,fn—lv 0)]1{571:0} + fn(fl, .. 7€n—17 1) ]l{ﬁn=1} (31)
———
=En
= f'fl(§17 s 7§n—170) + (fn(gla ooy &net, 1) - f'fl(glv s 7571—170)) ]l{gn:l} (32)
—_——
:gn

weil (M), ein MG ist, erhalten wir aus (3.1) und der iid-Eigenschaft, dass

Mn—l = E(Mn ‘ LO}\’ﬁz—l) = E(fn(§17 s 7571—170)]1{571:0} + fn(€17 .. -ag’n—h 1)]1{571:1} | yn—l)
= fn(é.lv - 7§n—170)]P){‘5n = O} + fn(élv oo €nm1, 1)P{§TL = 1}
=fn(§1,~--a£n—170)(1_p) +fn(£17--~,£n71>1)p-

Mithin

My — Mp-1 = (fn(fl ---7§n—171) _fn(fl'--agn—ho))(fn —p)

=Ch

und mit einem Teleskopargument folgt dann die Behauptung.

Aufgabe 3.13. Losung: Wir betrachten iid ZV (&;); mit E&; = 0, und definieren fiir ein fest
gewahltes N e N, N > 2
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Fiir n < N und n > N + 2 rechnen wir leicht nach, dass E(X,, | X;-1) = X-1 gilt. Wenn
n =N +1 ist, dann haben wir

E(&1|X n )=E(£2] X
E(Xni1 | Xn) = XN +E(& | XN) -E(&2 | XN) (GGl ) XN.

wegen iid

Andererseits ist X1 messbar bezliglich Zy, d.h. E(Xni1 | Fn) = Xy # Xn.




4 Stoppen und Lokalisieren

Aufgabe 4.1. Losung: Es gilt {T = 70} = {X70 = supp<igo Xk} € Fi00, aber nicht € Fr.
Intuitiv: um X, = supg¢i00 Xk entscheiden zu konnen, miissen wir Xi,..., X190 kennen,
d.h. fiir T' = 70 miissen wir ,,in die Zukunft“ n € (71,100] blicken kénnen.

[ ] ]
Aufgabe 4.2. Losung: Wir haben
{rp2n}={Xoe¢B}n{X1¢B}n---n{X,-1 ¢ B} € F_1 ¢ F,.
und
{rp2n}={X1¢B}n---n{X,-1¢ B} e Fp1c.F.
[ 1]

Aufgabe 4.3. Losung: Firn< N gilt {op=n}={X, e B} n{X,s1 ¢ B}n---n{Xy ¢ B} und
diese Menge ist i.Allg. nicht .%,-messbar.

Aufgabe 4.4. Losung:
(a) Vorbemerkung: Es sei .# irgendeine o-Algebra. Dann gilt F'e€ F <= F“e¢ .Z.

Daher reicht es aus, {T >n}¢ € %#,_1 zu zeigen. Nun gilt aber

{T2n}={T<n}={T<n-1} e F,_1.

Schlussbemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dass gilt

Vn:{T<n}eZF, — Vn:{T<n}eZ,

Definition ,,Stoppzeit ¢ Definition ,,Optionszeit “

d.h. in diskreter Zeit fallen die Begriffe ,,Stoppzeit“ und ,,Optionszeit* (hatten wir

im Buch nicht eingefiihrt, Definition in obiger Formel) zusammen.

(b) Um die Mefbarkeit von Indikatorfunktionen zu testen, reicht es {x : 1 4(x) = 1} als
messbar zu erkennen (da {z:14(x) =0} ={z:1La(x)=1}° gilt. Mithin

{w:lreyn) =1} ={w:n<T(w)} ={T <n}={T<n-1}"€ F1.
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(c)
{supTi < n} =({T; <n}

und da T; : 2 - Ngu {oo} — es ist wesentlich, dass die T; ganzzahlig sind — gilt auch

{irilfTZ- < n} = {Ti <n}

K3
und die rechten Seiten sind in .%#,, und damit sind sup,; 7; und inf; T; Stoppzeiten.
Achtung: Im allgemeinen gilt lediglich {inf; f; < A} o U;{fi; < A}. Betrachte, z.B.
fi =4i7'. Dann gilt inf; f; = 0, also {inf; f; <0} = Q wihrend U;{f; < 0} = @. Wir

erhalten Gleichheit, wenn wir ,,< A“ betrachten.

Aufgabe 4.5. Losung: Mit monotoner Konvergenz erhalten wir
Ee " =E(e " Lireco)) + E(e T Lipoce)) = B(e™ T Lipece)) T E(1{7<o}) =P(T < 00).

Also Achtung: nie die Moglichkeit T" = co vergessen!

Aufgabe 4.6. Losung: Wenn wir P(7 < o0) = 1 wiederum in unsere Rechnungen von Bsp. 4.6

einsetzen, sehen wir

25 1=e"€+ef=2cosh 1
I[‘Scosh_T‘fze_E s iy g»IEsT:—(l—\/l—SQ)
e~é=5"1(1-v/1-52) S

was uns dann erlaubt die Verteilung von T' zu bestimmen:

oo a-(a-1)-....(a—n+1)

-5 (e, e (Y=l 7 "

n=0 1, n=0

Das konnen wir folgendermafien verwenden

E (1-Vi-+2)- é (1 S (i)(—l)”s%) -3 (i)(—l)"”s%_l

S n=0 n=1

was dann durch Koeffizientenvergleich
1
P(T=2n-1)= (—1)n+1(2)
n

zeigt.

Bemerkung. Vergleichen Sie diese Losung auch mit ,,Gambler’s Ruin 4“ in Kapitel 11,
Beispiel 11.10.

Bemerkung. Uberlegen Sie sich bitte mal, wie diese Verteilung zustande kommt. Es

handelt sich um eine verallgemeinerte geometrische/negative Binomial-Verteilung. Klar
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ist: Wenn wir in 0 starten und nicht gleich nach 1 gehen, miissen wir eine ,,Schleife* in
der negativen Halbachse mit insgesamt [ = (n — 1) Schritten nach links und r = (n - 1)
Schritten nach rechts machen. Damit wir in der linken Halbachse bleiben, muss stets die
Zahl der linken Schritte < Zahl der rechten Schritte gelten, und zum Schlufl miissen wir

mindestens zwel rechte Schritte machen.

Aufgabe 4.7. Losung: Um nach 1 zu gelangen, gehen wir entweder direkt nach 1, oder wir
gehen erst nach links in den ,,negativen “ Bereich, kehren dann nach 0 zuriick (dazu brauche
wir eine gerade Anzahl von Schritten!), und gehen dann zur 1. Also brauchen wir ungerade
viele Schritte, sagen wir 2n + 1. Von diesen Schritten gehen n nach links und n + 1 nach
rechts, wobei aber der letzte Schritt nach rechts gehen mufl. Wenn n > 1 mufl zudem der
erste Schritt nach links gehen, d.h. wir haben nur 2n — 1 ,,freie* Schritte, damit ist

1 1) 2n -1\ (1)\?"*!
P(T=1) =, Puuan:(g),Pcr:2n+1):(n_1)(§)
so dass die Behauptung tiber die SZ richtig ist. Offenbar gilt P(7T = oo) = lim, P(T =

2n +1) = 0, wie man mit Hilfe der Stirlingschen Formel sieht:

k
B~ (E) ok
(&

(2n - 1) (1)2n+1 (20~ 1)2n-1 gn-len /27(2n - 1) -

n-1/\2 " (n-1)nipn e2n-l V2m(n-1)\v2mn
_(2n—1)”_1(2n—1)” V2n -1 —
)" Von-1

n V2m/n—-1/n
(o) ) B
:( 1/2) ( 1/2)\/2_%_ o
0-

also gilt

n-1

-n-1

V2m/n \/_

/2. 112, -0

»-IAIP—‘

n—o0

Aufgabe 4.8. Losung:
(a) Qe Fu, denn F, ist eine o-Algebra.
Qn{T <n} ={T <n}e.F,, denn T ist eine Stoppzeit. Und damit 2 € Fr.
(b) Sei A€ Zp. Dann A° € o, denn F ist eine o-Algebra.
Nun gilt auch
(Au{T>n})=((Au{T>n})nQ)=(An{T<n})u{T >n})e.F,

und damit AN {T <n}=(Au{T >n}) e .F,. Also ist A e Fr.
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(C) AiEﬂT = UiAiéﬂoo und
(UA) n{T <n} =J(Ai n{T <n}) € 7.

Und daher U; A; € Zoo
Also ist % eine o-Algebra.

Aufgabe 4.9. Losung: Weil {S<T} ={S>T}°und {S=T}={S<T}~{S<T} gilt, reicht

es, die Behauptung fiir {S < T’} zu zeigen. Wir folgen dem Hinweis und schreiben

{S<T}m{5<k}=[~]{5<T}m{s<k}m{5=i}

—UO{S<T} (S=14)

e

- (i <T)n {s=1}

=0

“UT < n(s=ite A

i=0

=

da wir {T'<i}°e F#; c Fy, {S =i} € F; c F| haben. Es folgt, dass {S <T} € 5. Analog

sehen wir

(S<TYn{T <k} =S <T}n{T<k}n{T=i}
=1

_U1{5<T} (T=i)

=

=L_J{S<z}m{T-z}

E

:U{(1_1)<S}C0{T—z}efk

i=1

da alle Mengen auf der rechten Seite in %; 1 ¢ % bzw. %; ¢ % sind. Es folgt, dass
{S < T} € ﬁT.

Aufgabe 4.10. Losung: Es sei F' € . Zp. Dann gilt Fn{T =n} € .%, fir alle n € Ny (und damit
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auch Fn{T =00} € ). Es gilt

fXd]P’
a

[ T e Xap

neNou{oo}

Typoy - X dP
2 fF {T=n}
nENoU{oo}

nENou{oo}
/ X dP
Fn{T=n}
Fn{T=n}eZy

= E(X | #,)dP
2 /Fn{T:n} (X170)

nGNoU{oo}

1 E(X|%,)dP
> fF{T_n}(| )

nENou{oo}

1 E(X | %,)dP
> [F{T_n}(| )

neNgu{oo}

1o E(X | .Z,)dP
[ Y tgaB(x|#)

neNgu{oo}

und daraus folgt die Behauptung.

Aufgabe 4.11. Losung: Folgt unmittelbar aus Satz 4.10 (optional stopping), wobei wir rekur-

siv S~TAan-1und T ~ T An verwenden.
Offensichtlich bendtigt man die Endlichkeit der SZ nicht!

Alternative Lésung: Achtung: Satz 4.4 hat die ,,falsche® Filtration! Hier sollten wir
mit Satz 4.7 folgendermaflen argumentieren: Die ZV T,, := T An sind f.s. endliche SZ, d.h.
nach Satz 4.10 gilt X7, < E(Xr,., | %r,) und nach Satz 4.7 ist X7, € L'. Wir sollten uns
noch Adaptiertheit tiberlegen. Dazu ist zu zeigen, dass X7, #1, -mb ist. Das geht so:

{XTneB}m{TnsN}=©){XTneB}m{Tn=z'}=Q){XieB}n{Tn=i}eﬁN

Eﬁicyz\]
und daher ist { X7, € B} € .

[ ] ]
Aufgabe 4.12. Lésung: Es gilt
ET =Y iP(T=i)=>YP(T=i)=Y >P(T=i)=Y P(T>k)
i=1 i=1k=1 k=11i=k k=1
[ ] ]

Aufgabe 4.13. Losung:
(a) Wir haben fiir alle n € Ny

{XreByn{T<n}=U{Xre By n{T =i} =J{Xi e B}n {T =i} ¢ 7.

=0 =0

e?zcﬁzn
Das beweist {Xp € B} € Zp.
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(b) Offenbar gilt Cp,(w) = Lo, p()](1) = Lipsny (w) und nach Teil (b) ist {T' > n} € %, 1.
Damit ist es vorhersagbar. Weiter ist C(w) = L[y 00)(T(w)) = L[o,7()(1) und es
gilt

CeoX,=Y Ci(X;-X;1)

=
—_

M=

Lo,7() () (Xi = Xi-1)

nAT (w)

> (X -Xin)

i=1
XTI - X,.

Il
=

Aufgabe 4.14. Lésung: Satz. Es sei (X, Fn)nen, C LY adaptiert. Dann sind folgende Aus-

sagen dquivalent:
(a) (Xp)nen, ist ein Martingal;
(b) EXg =EXyp fir alle f.s. beschrinkten Stoppzeiten S < T';
(¢c) [ XsdP= [ XrpdP, FeZg, fir allef.s. beschrinkten Stoppzeiten S<T';
(d) Xs=E(Xr|Zs) fir alle f.s. beschrankten Stoppzeiten S <T.
Der Beweis ist analog zum Beweis von Satz 4.10 im Buch.

Aufgabe 4.15. Lésung: Wir iiberlegen uns zunichst, dass wir fiir ein L2-MG Y stets (Y1) =
(V)T fiir alle Stoppzeiten T haben. Das folgt unmittelbar aus der Definition von (s):

(Y1) = YR - (VI | Fia) = LBV = Y ayar | Fic1)
=1 =1

nAT 5 5 T
= Y E(Y -YE | Fin) = (Y),.
=1

Nun sei X ein lokales MG mit lokalisierender Folge (7%)x. OE sei Xj = 0.

FEindeutigkeit. Wir nehmen an, dass es zwei vorhersagbare, wachsende Prozesse A und
B gibt, so dass X? - A und X2 - B lokale MG sind. Wenn (73); und (o) jeweils die
lokalisierenden Folgen sind, dann ist Ry := 73 A 0} eine gemeinsame lokalisierende Folge,

und wir erhalten, dass
A, -B, = XEL - B, - Xﬁ + A, ist ein lokales MG und A,, — B,, ist .%,,_1-messbar.

Wir erhalten also

vorhersagbar MG
Annry, = Brag, ol out E (Anar, = Buary | Fn-1) = Am-1)ar, = Bn-1)aR,
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und, indem wir diese Gleichheit iterieren, folgt P-fast sicher
ATL/\Rk - Bn/\Rk = "4-0/\R;c - BO/\Rk = 0 - ATL/\Rk = BnARk vnv k

und daher P(A; = B; Vi)=1.

Ezistenz. Es sei (T})y eine lokalisierende Folge fiir X. Aus der Vorbemerkung wissen wir,

dass fiir k£ <1
(T = (xTinTe), TSR (X,
daher ist der Prozess
(X)n = (XT’“)n wenn n < Ty
fiir alle n € N wohldefiniert. Auflerdem gilt
(Xt = (X ),

d.h. (X) macht X2~ (X) zu einem lokalen MG.

Stopp-FEigenschaft. Sei T' eine Stoppzeit. Dann gilt fiir alle n < T},

(XN = (T o (X TAT), RO (YT, = (X,

n

wobei wir in der letzten Gleichheit die Def. von (X7T) verwenden. Da k beliebig ist, folgt
()T = (xT).

Aufgabe 4.16. Losung: Wegen X,, 1 X fs. gilt E(X,, | %) <E(Xp+1|-%), und der Grenzwert

supE(X,, | #) = lim E(X,, | #) € [0, 0]
neN n—oo

existiert f.s. Nun sei Y;, 1 X eine weitere approximierende Folge. Weil X,,,Y;, € L,
koénnen wir die bedingte Version des Satzes von Beppo Levi fiir die Folge (X, A Y, )m

verwenden, und erhalten

E(X, |.7)=E(X, A X |.F) =E(X, AsupYy, | Z) "2 supE(X, A Yy | F) <supE(Yy, | F).
m m m

Damit folgt sup,, E(X,, | %) <sup,,, E(Yi, | % ). Nun tauschen wir die Rollen von X,, und
Y., und wir erhalten sup, E(X,, | %) =sup,, E(Y, | Z).
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5 Konvergenz von Martingalen

Aufgabe 5.1. Losung: Da S = N eine SZ ist, reicht es aus zu beweisen, dass
o¢:=min{i>71 : X; <a}

eine SZ ist, wenn wir schon wissen, dass 74_1 eine SZ ist. (Das ist o.k., wir kénnen uns
rekursiv "hochhangeln”, da auch Ty = 0 eine SZ ist. Der Beweis fiir 7y ist dann sehr
ahnlich.

Nunmehr gilt fiir alle n € N:

{oe=n}

={n>n}n{X; 1 2a}n{X; w22a}n-n{X,12a}n{X, <a}

n-1
= U{m1 =k} n{Xp1 2 a} n{Xps2 2 a} 0 n{X,1 2 a} n{X,, <a}
k=0

und jede der Mengen auf der r.S. ist € .%,,, da X} adaptiert ist.

Aufgabe 5.2. Lésung: Angenommen, X, — Z' in L' fiir eine ZV Z’. Wir iiberlegen uns

zunachst, dass Z = Z' f.s. gelten muf.
1

Weg 1: Es gilt X, s, Z und damit X, 5z Andererseits gilt auch X, LNy und damit
Xn L 7' Weil die P-Limiten eindeutig sind, folgt Z = Z’ f.s.

1
Weg 2: Es gilt X, L, 7' und damit X (k) s, 2" fiir eine Teilfolge. Andererseits gilt
wegen X, 15, 7 fir die eben konstruierte Teilfolge auch X,y s 7. WEeil aber f.s.
Limiten eindeutig sind, folgt Z = 7’ f.s.

Wir wissen nun, dass EX,, -~ EZ konvergiert, da

1 onvergenz
[EX, - EZ| = [E(X, - Z)| < E| X, — 7| Z2omere
was zum Widerspruch fiihrt.
(] ]
Aufgabe 5.3. Losung:
(a) Es gilt fiir B € [0,1)
271
P(X,eB)=) (i-1)27"AX(Bn[(i-1)27™",2™"),
i=1
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34

wobei A\ das Lebesgue-Mafl bezeichnet.

F,, ist die kleinste o-Algebra, die alle halboffenen Intervalle der Form [(i-1)27%,i27F),
i=1,2,...,28 und k =1,...,n enthélt. Weil wir Intervalle der Lange 27%, k < n, aus
(endlichen Vereinigungen von) Intervallen der o-Algebra o(X,,) erzeugen konnen,
gilt #, =0(X,).
Bemerkung: % = 0(U, %) wird von allen dyadischen Intervallen [a,b), a,b sind
Zahlen der Gestalt 127, erzeugt. Da die dyadischen Zahlen dicht in [0,1) sind, folgt
Foo = A[0,1).
Fiir n e N gilt
E(My+1 | %)
= 2B (f(Xn + 277 = f(Xna1) | F)
= 2""E (f(Xn1 +27"71) = f(Xni1) | Xi)

beachte: P(Xpi1 = Xp | Xn) =P(Xpa1 = Xpn +27"71 [ X)) = 1, d.h

=2 (S [+ 2 = FG)] + 5 [T+ 27 = F (X + 277

=2"[f(Xn+27") = f(Xn)] = My

Wenn f Lipschitz-stetig ist, dann existiert eine Konstante L, so dass

[f (@)= fWI<L-le-y| VYz,ye[0,1).

Das bedeutet, dass das Martingal (M, %, ), uniform beschrinkt ist, insbesondere
ist also die Integrabilitdtsedingung des Martingalkonvergenzsatzes (Satz 5.3, Korol-
lar 5.5) erfiillt, und es folgt, dass M, - M., f.s. Somit gilt
X,+2™) - f(X
M = i {027 = F(X)

n—o0o 2—71

Wir bestimmen nun diesen Grenzwert. Weil M,, gleichméafig beschrankt ist, konnen
wir dominierte Konvergenz verwenden. Es sei d eine rationale dyadische Zahl (d.h.

von der Form k/2™), dann gilt fiir grofie n > 1

f Moodwzlim f(Xn"‘Q_?j)_f(Xn) dw
[0,d) n J[0,d) 2
=lim > [f(i27") - f(f((i-1)27")]
2i/27<d
= f(d) - f(0)7

also ist M, = f' fast uiberall.

Bemerkung. In Kapitel 7 werden wir sehen, dass Mo das Martingal (M,,), nach
rechts abschliet, d.h. es gilt E(Mu | %) = M,, und die eben angestellte Rechnung
wird damit iiberfliissig. Interessant ist, dass der entsprechende abstrakte Beweis im

Kapitel 7 dem hier gemachten Beweis nicht unahnlich ist.
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Aufgabe 5.4. Losung:

(a)

Der Prozel ({(M)nar)n ist = 0 fiir n = 0, wachsend und vorhersagbar, d.h. (M),.p

ist %, _1-messbar. Tatsachlich:

n—1
(M) = Y AM e Tipogy + (M) Liren-1ye
k=0
und alle Ausdriicke oben sind .%,_1-messbar und integrierbar.

Weiter ist nach Voraussetzung (M2 —(M),,, % )n ein MG und nach optional stopping
ist dann aber auch (M2, = (M)nar, Fn)n ein MG. Da der Kompensator nach der
Doob-Zerlegung eindeutig ist, folgern wir (M7),, = (M)uar (... = (M)L).

n

Wir haben

(To=n}={(M)<a,...,(M)y <a,(M)ns1 > a}
= {((M)1<a}n-n {{M), <a} 0 {{M)os1 > a} € Z,

da ((M),), vorhersagbar ist.

Aus Teil (a) wissen wir, dass
E (M) = (MT)) "B ((Mg*)* = (MT)o) = 0
und damit
E((M;*)?) =E((M)un1,) <a

wobei wir die Def. von T}, verwendet haben. Damit ist das MG (M*),, L?-beschrinkt

und somit (nach dem L?-MG-Konvergenzsatz) konvergent in L? und fast sicher.

Nach Teil (c) gilt, dass (M), f.s. fiir alle w € {T}, = oo} konvergiert. Es gilt ndmlich,

dass
Vwe{T, =00} : Mp(w) =My, (w)

d.h. fiir festes w € {T, < oo} stimmen die Folgen iiberein und haben dasselbe Konver-

genzverhalten. Beachte noch, dass

{(M)oo < oo} = |J{T%h = oo}.

aeN

Aufgabe 5.5. Losung:
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(a) Wir finden durch quadratische Ergédnzung

EeV1 = [ ¥ e 202 dx

(b) Da'Y, 1 .%#,_1, finden wir

E(Z) | Fn-1) =E (exp (an - nu202/2) | fn—l)
= exp (an_l - nu202/2) E (exp (uYn) ‘ ﬁn_l)
"2 exp (uXp-1 - nu202/2) E (exp (uYy))

@ exp (uX,-1 - nu’o?/2) w2 2 1
(c) Da Z} ein positives (!) MG (und damit auch super-MG) ist, konvergiert Z" fast
sicher gegen einen Grenzwert Z% € R (MG-Konvergenzsatz). Andererseits wissen

wir vom starken Gesetz der groflen Zahl

X 1 2 2 2 9
lim 2" = () — 1im—(an-"“U ): Y9 .
n n n n 2

fast sicher. Damit gilt fiir uw #0

und somit
Zg =limZ; =0 Yu # 0.
n

Da dann E(Zg, | #,) =E(0| #,) =0 # Z}; kann (Z})penu{oo} fiir u # 0 kein MG sein.

Ist u = 0, dann ist Z*"% =1 und Z%° = 1, d.h. alles ist trivial.

Aufgabe 5.6. Losung:

(a) Es geniigt zu zeigen: o(Sy,Sn+1) = 0(Sn,&n+1) dann folgt die Aussage induktiv.
0 (Sp, Sp+1) wird erzeugt von & := {{S, < z},{Sn+1 <y}, z,y € Q} und o(Sy,&n+1)
wird erzeugt von & := {{S,, <z}, {{n+1 <y}, 2,y € Q}. Nun gilt

{Sn1 <y} = %({Sn <gtn{&nn<y-q}) ea(€)
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und

{Enr1 <y} = L%@(‘(»%u <gpn{-Sn<y-q})eo(é).

Daraus folgt

(Fe& =>Feo(&))=0(&)ca(&)

(E'el =FEeo(€)=0(&)ca(€)

und damit o(€) = o (&').

Etwas kiirzer: «a(z,y) := y — x ist offenbar eine Borel-messbare Funktion. Nun gilt

fiir eine typische Erzeugermenge von o (S, &n+1):

(S0 <530 {Enar <) = {80 <5} {Su1 - S <)
={S, <s}n{a(Sn,Sn+1) <}
= 5,1 (=00, 5] N (S, Sna1) ™ (—00, ]
€a(Sy)Nno(Sp,Sn+1) € (S, Sn+1)

Daraus folgt Erzeuger von(o(Sy,&n+1)) € 0(Sn,Sn+1), d-h. 0(Sn, &nr1) € 0(Sn, Sn+1)

und die umgekehrte Inklusion folgt entsprechend.

(b) 0(&qyq) ist fiir alle I € N unabhéngig von o(o(&1) Uo(Sy,)) und damit sind die Vo-

raussetzungen von Satz 2.7 erfiillt und es gilt

E(&15(S,))

:f.--an(t1+...+tn)t1P(g1edtl)...ﬂ»(gnedtn)
:/---f]lB(tl+...+tn)t1P(§iedt1)IF’(§2edtQ)...IP’(§1edti)...IP’(fnedtn)
=E(&15(Sn))

(d) Aus (c) folgt auf Grund der Definition der bedingten Erwartung
E(&i | Sn) = E(k | Sn) Yk, i.
Nun gilt mit Mefibarkeit und Linearitéat:
Sn=E(Sn [ Sn) =E(&1 | Sn) + .- + E(&n | Sn) = nE (& | Sn)

und damit folgt die Behauptung.
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Aufgabe 5.7. Losung: Wir definieren C := {3lim,, X,, e R}. Weil X7* fiir jedes k ein sub-MG
ist (optional stopping), das den Bedingungen des MG-Konvergenzsatzes (Satz 5.3) geniigt,

haben wir
. 5.3
Cy = {3lim, Xpa7, e R} = P(Cy) = 1.

Nun gilt aber X = X% auf der Menge {T}, = 00}, also gilt

P(Ck)=1

[Ty =00} nCypc O = P({T} = 00} n C) P({T} = 00} n Cy n C°) = 0.

Andererseits haben wir auch

IP’(CCO G{Tk:oo}) < S P(CN (T} = 00}) = 0.
k=1 k=1

Mithin Ug{T} = o0} c C.

Aufgabe 5.8. Losung: Das folgt unmittelbar aus den nachfolgenden Inklusionen:

{3lim,, X,, e R} c {sup,, | Xn| < oo} c {sup,, X;, < o0} .

Aufgabe 5.9. Losung: Wir schreiben n = T'(r) und ¢ fir die Schranke der Zuwéchse |X; - X;_1|.
Dann gilt

|X7’2l - Xg—1| = |(Xn - Xn71)2 + 2Xn71(Xn - Xn71)|
< (X = Xn-1)?] + 2 X1 X = X
<(c+2V7) Xy - X
Woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Aufgabe 5.10. Lésung: Wir wihlen M := 0, M, := M,,_; — (n? = 1) + Y}, wobei die Y;, die
ZV aus dem Hinweis sind. Es gilt EY,, = n? - 1, also E[M,, | #,_1] = M,_1. Setze
D := {lim,, M,, = +o0}. Dann gilt
> 1 1
P(D) > 1-—]==>0.
(D) LIQ( n2) 2

Den Grenzwert fiir das unendliche Produkt sieht man so: Es n? =1 =(n—-1)(n+1) und

1 1 1 n+1 1
- ) (1-=)....(1-=)- .
( 22) ( 32) ( nz) 2n nooo 2

Weil D eine terminale Menge ist (im Sinne des Kolmogorovschen-Null-Eins Gesetzes),
folgt P(D) = 1.
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Beachte. Das von uns konstruierte Martingal erfiillt offensichtlich nicht die Bedin-

gung (5.4).
Losungsalternative:! M, = Y1 Y wobei die Y, unabhéngige ZV mit folgender Verteilung
sind:

P(Yy=1)=1-2% und P(V,=1-2F)=27"
Offensichtlich gilt EY; = 0. Mit Hilfe des Borel-Cantelli Lemmas sieht man, dafl Y3 # 1
fiir hochstens endlich viele £ mit Wahrscheinlichkeit 1 gelten kann, also gilt M,, - oo f.s.

Aufgabe 5.11. Losung: Wir folgen dem Hinweis und setzen
n
M, = H X,
1=2
Weil die ZV X; unabhéngig sind und EX; = 1 erfiillen, ist M,, tatsichlich ein MG. Mit

dem Borel-Cantelli Lemma sehen wir, dass P(X; # 0 fiir unendl. viele i) = 0, d.h. wir

haben lim,, M, = 0 f.s. Andererseits gilt auch

My > T1X) = E[M;]>[]E[X]]= 1‘[2’2 = (n!)? > oo.

n n n
=2 =2 =2

"Wurde mir von Frau Dr. Franziska Kiihn mitgeteilt
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6 L>-Martingale

Aufgabe 6.1. Losung:
(a) Fn =0(&,...,&,). Offensichtlich ist X,, integrierbar und .%,,-messbar. Auflerdem
gilt

E(AXn+1 | tgan) = E(Xn + §n+1 | y’n) = IE(Xn | yn)l + IE(f'rHl | yn)l = Xn +E§n+1 = Xn
=X, da .%,-mb =E&,;1 da unabh.

(b) Z, wie oben. X, ist L? da es eine Summe von L?-ZV ist, d.h. E(X2) < oo; die
Fn-MeB3barkeit ist offensichtlich. Wir folgen dem Hinweis:

X = (n+1) = (X -n) =X, - X, -1

= (Xp+&n1)?-X2-1
= X2 42X, 6 + 62, -1

und daher mit pull-out und Unabhéngigkeit

E(XT2L+1 - (n + 1) - (XEL - n) | gn) = E(2Xn€n+1 | fn) + E(&%H | <g.n) -1
= 2X,E(én | Fn) + E(E041) - 1
= 2X,E(&u1) +1-1=0.

Das zeigt dann E(X2,, - (n+1)-(X2-n) | %) = E(X2,;-(n+1) | £#,)-(X2-n) = 0.

Alternative (direkte Rechnung):

E(X2,1 = (n+1) | 7,) =E((Xn+&n1)* = (n+1) | F)
=E(X2+2X 60 + 62 - (n+1) | %)
= X’IQL +2X,E(&nit | Fn) +E(£’?L+1 | ) - (n+1)
pull out

= X2 2K, E(§uer) + E(E11) ~(n + 1)
Unabhéangigkeit

=X2+2X,-0+1-n-1=X2-n.

(¢) Mess- und Integrierbarkeit wie in voriger Teilaufgabe. Wir folgen dem Hinweis

B+t &+ bna -n-1[Fn) =&+ + &+ E(& | Fn) —n -1

= A, +E(,)-n-1=4,-n
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also

E(X2,, - A | Z0) =E(X2, - (n+1) | .Z) +E(n+1- A | %)

=X,-n+n-A4,.

Alternative (direkte Rechnung):
X1’2L+1 = Aps1 - (Xg, - An) = X72L+1 - X'r’2L - 512%1
= (Xn+&nn1)’ - X0 -Gy
= Xr21 + 2Xn§n+1 + ggﬁl - 572”1 = 2Xn§n+1

und daher mit pull-out und Unabhéngigkeit

E(Xiﬂ - Api1 - (XTzL - An) | gn) = E(QXn§n+1 | gn)
= 2Xn]E(§n+1 ’ ﬁn) = 2XnE(€n+1) =0.

Das zeigt dann E(X2, ;- Ap1—(X2-A,) | o) = B(X2, - Aps1 | Fn)-(X2-A,) = 0.

n
(d) Satz (Doob-Zerlegung): Es sei &, ein sub-Martingal beziiglich der Filtration .%,.
Dann gibt es eine eindeutige Zerlegung der Form &, = &, + M, + A, in ein Martingal
M,, (mit My = 0) beziiglich %, und einen vorhersagbaren (d.h. A, ist .%,_1-mb,
n € N) und wachsenden Prozess (A, )nen, Ao = 0.
Zusammenhang zu b) und c): Obschon X2 ein sub-Martingal ist und wir zwei
Moglichkeiten gefunden haben, X,Zl - (), zu einem Martingal zu machen — namlich

Cn,=nund C, =& +---+&, — erfiillt nur C,, =n die Voraussetzung ,,vorhersagbar“.

Daher liegt kein Widerspruch vor.

Aufgabe 6.2. Losung: ‘Fehler in der Angabe: lim,,,o V (X,,/p") statt lim,,, o X, /p"” ‘

(a) Das wurde bereits in Beispiel 3.4.h gezeigt.

(b) Die Rechnung aus Beispiel 3.4.h zeigt

E(Xn | ﬁn,l) = Z ]l{Xn_lzk}E (Nn71 + -0+ Nn,k)
k=1

= > Lyx, okykn = p X1
k=1
Wenn wir also E(X2|.%,-1) berechnen wollen, ist die folgende Gréle wesentlich:
k
E((Npg+-+Npp)?) = D E(Nz ) + > ENyiNpj
i=1 i*j
= KE(N;; 1) + k(k ~ 1)(ENp,1)*
= k[E(NZ 1) = (ENy1)*] + K2 (EN,)?
= kVNp1 +k*(ENp1)?
= ko? + K*p.
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In dieser Rechnung verwenden wir (mehrfach), dass die ZV N, ;, i = 1,..., iid sind.

Die Behauptung E(X2,, | %) = u2X2+02X,, folgt nun genauso wie in der Rechnung
von Beispiel 3.4.h.

Wenn wir die in (b) gezeigte Gleichheit integrieren (den Erwartungswert bilden) und

durch (p™1)? dividieren, dann folgt
E[(Xn+1)2] =u2E[( X, )2]+ o2 E[&]
Mn+1 Iun+1 lun+2 lun
2 2
> Ut un

Xn 2 2
:E[(—) ]+ U+2.
p" pr

Wir verwenden hier, dass X,,/u™ ein MG ist (also konstanten Erwartungswert hat).

Weil dann (X,,/u")? ein Submartingal ist und daher wachsenden Erwartungswert

hat, folgt
Xn 2 Xn 2 2
0<E[( jj)]—ﬂ«:[(—)]: i (6.1)
u" p" pr
2
Wenn L =sup,, E [(%) ] < oo ist, dann folgt aus (6.1) aus der Monotonie der Folge

E [(%)2], dass

gilt, d.h. p> 1.
Umgekehrt, wenn g > 1 ist, dann folgt aus Summation von (6.1)
2 21 N 2 2
n XTL
oes| ) =[G -2 G |-=(G) |
pr 1% i1 pr pr
2

Su? pp-1

Das zeigt die L?-Beschrinktheit des Martingals X,,/u™.
Der MG-Konvergenzsatz fiir L2-beschrinkte MG zeigt, dass

& in L', L? und fs. 7 e Lz(P)

Mn n—o00

Die Rechnung aus Teil (c) zeigt daher
X 2 X 2 =] Xn 2 Xn 2
oc oo (38 |22 el )] <[]
—c0 1% 1% i1 I I

_i o? _02 I
- n+2 2
i=1 M

prp-1
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also

2 2
lim E (XN”) I —
N—eo |\ pfN*1 p(p—1)

Mithin gilt

2 2 2 2
v () el () |- = (Ca)] -2 (Cat) |- v s
I I I It N—oo pi(p—1)

Es gilt sogar mehr: Weil U + VU stetig in L? ist, gilt auch

X 2
= imV( ]]VV+1) 7
N /.L +1

S p(p-1)

Aufgabe 6.3. Losung: Das ist offensichtlich: wir verwenden in diesem Fall Bienaymé und
erhalten (X), = VX, — co.

Aufgabe 6.4. Losung: Nach Voraussetzung gilt

1

iv[ﬂ] :gv[%] = i 22& <00 Sat:ZM>§;§Z_—% konv. f.s.

i=1 i i=1 ’
Wenn wir nun Kroneckers Lemma (Lemma 6.8) mit x; = ;(w) — E&; und a; = i anwenden,

folgt sofort die Behauptung.

Aufgabe 6.5. Losung: Stets gilt, dass die Konvergenzmenge C c {sup,, X, < oo }. Im Hinblick
auf Korollar 6.3 gilt daher bereits (6.5).

Fiir die Umkehrung, vgl. den Beweis von Lemma 8.13: hier wird gezeigt, dass die Kon-
vergenzmengen von X, und M, = X2 - (X), = X2 - A, gleich sind. Damit muf auch

2 _ywn 2 :
A; = Yi- no; konvergieren.

Aufgabe 6.6. Losung: Wegen der Vorhersagbarkeit von A ist T, := inf{n : A,1 > ¢}, ¢ > 0, eine
Stoppzeit. Wenn wir die Doob-Zerlegung von Y stoppen und dann integrieren, erhalten

wir
EYoar, = EYy + EMya7, + EApar, <EY + ¢ fiir alle n e N,

weil der gestoppte Prozess M7Tc ein Martingal ist, vgl. Satz 4.4. Der Martingalkonvergen-

zsatz 5.3 zeigt, dass limy, o Ynat, f-5. existiert und endlich ist; mithin
{Aw <} c{T, =0} c{3lim, Y, e R}

und wir erhalten schliefllich { A < 00} = Upso{ Ao < ¢} € {Ilim,, Y, € R}.
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Aufgabe 6.7. Losung: Die ZV &, = ¢, /n sind unabhingig mit E&,, = 0 und V&, = 1/n?. Damit
folgt die Behauptung unmittelbar aus Satz 6.6.

i€ _ it

Bemerkung. Die CF von ¢, ist ¢, (§) = 55— =sin. Sei X := ¥77; ¢,/n. Dann haben

wir

ww=ﬁmwm

Weil My := 27]1\[:1 €n/n ein Martingal ist und VMy - Y07, # # 0 konvergiert, ist X # const

f.s.; insbesondere ist dann ¢x (§) # const (das ist apriori nicht so offensichtlich).
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7 Gleichgradig integrierbare Martingale

Aufgabe 7.1. Losung;:

(a) Nach Definition gilt IRy : sup; f{|X¢|>Ro} |X;i|dP < 1 und daher haben wir

sup E(1X;]) < su f X,|dP + su f X,|dP < Ry + 1 < oo.
wE(XD <sup | K P ooy 0

(b) Folgt unmittelbar aus

1X;| P~

sup f | X;i| dP < sup X;|d
ielng J{IXil>R} iel J{IXil>R} R—oo

(¢) Wir wissen bereits, dass jede einpunktige Familie {X;}, ¢ € {1,...,n} fest, ggi ist.

Somit
Ve>0,i=1,...,n HRZ-:f | X | dP < e.
{IXil>R:}
Setze nun R = Ry + ...+ R,. Dann gilt

[ |Xi|d]P><[ X[ dP < €
(X.bR) (X.pR)

und da die Ungleichung gleichméafig in 4 ist, finden wir

max / | X;|dP < €
i=1,...,n {‘XL‘>R}

d.h. die Behauptung folgt.

(d) Nach Voraussetzung gilt Ve > 0

IRy : sup [Yi|dP<e VR2 Ry
i J{Yil>Ro}
und
Ry : sup |X;|dP<e VR>R;
i J{Xi[>R1}
und daher

sup f |Z|dP<e VYR>Ryv R
ZelY;, X el y Y{IZ>R}

und damit folgt ggi.
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(e) ‘Achtung: (Y;); muss auch als ggi vorausgesetzt werden! ‘ Weil

{EXs+ (1-0)¥i] > B)  (1X:] > B2} U {Yil > R/2)
gilt—sonst hatten wir ndmlich |t X;+(1-1)Yi| < ¢ X;|+(1-8)|Y;| < tr/2+(1-t) R/2 = R—

sehen wir

/ [£X; + BY;| dP
{[tX;+BYi|>R}

|X;| dP +

OE konnen wir den ersten Summanden betrachten.

pYi| dP.

< xlae [
-[{\Xi\>R/2}U{|%\>R/2} {IXil>R/2}u{|Yi|>R/2}

f X, dP
(X RI2)0{Vil>/2)
sf |XZ~|dIP’+/ 1| dP
(Xi>R/2}) (Vi>R/2)
- [ Xl P+ [ Xl P+ [
(XiR/2}) (Vi R/2) 01XV} (V> B/2)0{IXil< V)

- [ Xap+ [ |Xi|dPeN [ dP
(X2} (X} {vil>R/2}

und mit der Chebyshev-Markov Ungleichung P(|Y;| > R/2) <

2
<f |Xi|dIP>+f IX,|dP + NZE|Yjl.
(X>R/2) (XN} R

Diese Abschiitzung gilt auch fiir sup,—beachte dass die Familie (Y;); L'-beschrinkt

| Xi| dP

%E(|Yg|) erhalten wir

ist—und die Behauptung folgt, indem wir erst den Grenzwert R — oo und dann
N — oo bilden.

(f) Wir zeigen eine etwas allgemeinere Aussage: (X;); sei ggi und X sein ein Element
des L'-Abschlusses dieser Menge, d.h.
Ve>0 FJicel : E|X-X;|<e

Weiter gibt eine Folge i, mit X; — X in L' und f.s., also

ato

F:
E|X|=E|liminf X; | < liminfE[X;, | <supE|X;].
n n i

Nunmehr haben wir fur alle R >0

X|dP < X - X;.|dP+ X;.|dP
/{|X|>R}| | [{|X|>R}| | /{|X|>R}| |

| X |

| X | dP

<e+/ +f
{IX>R}n{|X:[>N} {IXI>Rin{| X [<N}

<e+supf |X,~|d+Nf dP
i J{IXi>N} {IX>R}

<€+su X;|ld+ NP{|X|> R
[ XildeNPX]> B)
N
<e+supf IX;|d + ~E|X]|
i Juxisny R

N
e+ Xi|ld+—= E|X;|.
I Jipg 1 B
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Wenn wir erst R — oo, dann N — oo und schliellich ¢ - 0 schicken, dann folgt die

Behauptung, da alle Abschéitzungen gleichméafig fiir X gelten.

(g) Offensichtlich ist Y; > 0. Weil |X;| < Y; gilt, folgt {|X;| > R} c {Y; > R} und wegen
der Monotonie des Integrals folgt

[ |Xl-|dIP’<f YidP“fof IY;| dP < sup IY;| dP,
| X;|>R Yi>R |Yi|>R iel J|Yil>R

woraus die ggi-Eigenschaft fir (X;);es folgt.

Aufgabe 7.2. Losung: Es sei R >0 fest. Dann ist
nlim(t) >R <= n>R und t< 1/n[ < 1/R]
also {t : nl(g1/n)(t) > R} = (0,1/n] wenn n > R, und = @, wenn n < R.

sup n1(o,1/n](w) P(dw) = sup n1 g1 /n)(w) dw

n J{nl,1/n>R} {nl(o,1/n)> R}
:sup/ nlig1/m(w) dw
Ll PP CRY (W)

=supl=1
n

(da wir das sup,, betrachten, spielt der Wert fg ... =0 keine Rolle!). Damit kann die Folge

nicht ggi sein.

Aufgabe 7.3. Lésung: Wenn ¢(0) # 0, dann betrachten wir ¢(z) = ¢(x)-¢(0), die angegebene
Integrierbarkeitsbedingung bleibt offenbar fiir ¢ erhalten.

O.B.d.A. sei daher ¢(0) =0. Fiir a <b gilt auf Grund der Konvexitit b < % a. Somit

. (| Xil) R |
f{X¢>R} Xl dP < f{XpR} R o(R) dP < 5(R) supE(¢(|Xil))

und dieser Ausdruck strebt nach Voraussetzung gegen 0.

Aufgabe 7.4. Losung:
(a) Essei k<n

&; ist # mb. fiir j <k

MyE(&rs1) - - - - E(&n)
- M,

unabhéngig

Die f.s. Konvergenz folgt unmittelbar aus (a), E|M,| = E(M,) = 1 mit dem MG-

Konvergenzsatz.
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(b) M, f—s> M, =— M, R M und nach dem Satz von Vitali sind dann folgende

Aussagen aquivalent.
a) (M), ist ggi
b) M, s M.,
c) 1=E(M,) > E(M)

(c) Im Hinblick auf Satz 7.9 geniigt es zu zeigen, dass das Martingal (M, )nen nicht
gleichgradig integrierbar ist (also nicht abschliefbar ist). Das folgt aber sogleich aus
der Bemerkung, dass gilt

2" auf F, =N {& =2},
- {6=2)

0  sonst.

daher gilt fiir alle 0 < R < 2"

f|M Ml P - f|Mn|d]P’=1.
>

Das widerspricht aber der ggi-Bedingung, wonach

lim sup |M,,| dP £0
>R

R—oo n ‘Mn
gelten muf.

Aufgabe 7.5. Lésung: Angenommen, X wire ggi. Dann gébe es eine ZV Y e L' mit
lim,, E|X,, - Y| = 0. Insbesondere folgt dann

E |n‘1/2Xn| =0 VE|X,| <n VE|X, - Y]+n YRV — 0.
n—oo

Insbesondere also n 12X, - 0 in Verteilung (d-Limes). Das widerspricht aber dem CLT,
der fiir die Folge (&), gilt: X,,/v/n = G ~N(0,1).
Also kann X nicht ggi sein.

Aufgabe 7.6. Losung: Dominierte Konvergenz: vgl. MI Satz 11.3. Es gilt

xi Iy — x, tax

i—00 1—>00

7.4.b
IXi|<Y e L' = (X;); ist ggi

und damit zeigt Vitali 7.9, Beweisschritt a = b die Aussage des Satzes von der do-

minierten Konvergenz.
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Aufgabe 7.7. Losung: Fir F € %, und m <n gilt

n—oo

E[LrX, - 12| = E(|X, - Z|1r) <E(1X, - 2]) =0

n—oo

also [ X, dP —— [ Z dP. Wegen der super-MG Eigenschaft gilt nun aber

/delP’zande/Zd]P’
F F F

und die Behauptung folgt.

Aufgabe 7.8. Losung: Wir haben fir R >0

Xopon| dP = f Xopnn| dP + f Xopon| dP
f\XTAn|>R| Tl {\XTAn|>R}n{T<n}| Tanl {\XTM|>R}n{T>n}| Tl

| Xr|dP + |1 X, | dP

[{Xn|>R}ﬁ{T>n}
< X7|dP + su X,|dP
/{XT>R}| 7! np {IXn\>R}| |

Der erste Term konvergiert fiir R — oo gegen Null (dominierte Konvergenz, X7 e L! ist

\/{\XT>R}O{T§’I7/}

integrierbare Majorante), der zweite Term konvergiert gegen Null, weil (X,,),, ggi ist.

Aufgabe 7.9. Losung: Die Integrierbarkeit von Xg, X folgt so wie im Beweis von Satz 7.11.
Weil P(T' < 00) =1, folgt P(T" >n) — 0 fiir n > co. Wir zeigen nun allgemein, dass fiir eine
ggi-Familie (X,,), und eine beliebige Folge von Mengen (F},),, ¢ & mit lim, . P(F,) =0
gilt:

lim inf f |X,| dP = 0.
n—o00 Fy

Das folgt so:

/ \Xn\dIP:/ \Xn|dIP+f 1| dP
F, Fnn{|Xn|<R} Fnn{|Xn|>R}
< f RdP + f X | dP
Fun{|X <R} Fun{|Xnl>R}

</ RdIP’+[ 1X | dP
: (1Xal>R)

< RP(F, +sup/ X, | dP
( ) neN {|Xn|>R}| |

—— 0 +sup |X,|dP -2 0 +0.
neo LN J{IXal>R) R0

Also gilt in diesem Fall sogar limsup,,_,, [, (Tsn) | X, dPP = 0, und weil die Folge positiv ist,
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Aufgabe 7.10. Losung: Wenn (X)), ein Martingal ist, dann ist (X7 )y ein MG und (| X7an|)n
ein sub-Martingal (da wir im MG-Fall die Monotonie der konvexen Funktion nicht bendtigen!).

Daher gilt

b
E[X7rp| < E|X,| < sup E[X,| < oo,
-MG

TLENQ
d.h. der Beginn des Beweises 148t sich deutlich einfacher gestalten.

Aufgabe 7.11. Losung: Fiir jedes MG X, ist |X,| ein positives Sub-MG. Daher geniigt es,

diesen Fall zu untersuchen. Es gilt

f X, g dP < f X, dP
{Xn/\S>R} {Xn/\S>R}

f X, dP+ / X, dP
{XnAS>R}m{Xn<%XnAS} {XnAS>R}m{Xn>%Xn/\S}

1
<= X g dP + f X, dP.
2 /{XnAS>R} nns {Xn>1R} "

Indem wir diese Ungleichung umstellen, folgt

f X, g dP <2 X, dP
{Xnrs>R} {X,p%R}

und die rechte Seite konvergiert (dom. Konvergenz) gegen 0.
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8 Einige klassische Resultate der W-Theorie

Aufgabe 8.1. Losung: Die Menge {X =c} ist in .7, d.h. P(X = ¢) ist Null oder Eins, d.h. es

gibt ein ¢y mit X = ¢y f.s.

Aufgabe 8.2. Losung:

(a) Dasist gerade Lévy’s upward theorem, Satz 8.1. Beachte dass wegen | X| < sup,, | X | <
Z die ZV X integrierbar ist.

(b) |X]| < sup,, |Xn| < Z und daher A,, <sup, |X;|+|X]| =2|X]|<2Z.

(c) Offensichtlich gilt A,, - 0 punktweise. Weil aber A,, integrierbar beschrankt ist,

folgt L'-Konvergenz mit Hilfe des Satzes von der dominierten Konvergenz. Somit

[B(Xn | Fn) - E(X | Foo)| [E(Xn | Fn) - E(X | F)| + [E(X | Fn) - E(X | Foo)
SE(Xy - X[ Fn) + [E(X | ) - E(X | Foo)|

Der erste Term konvergiert in L' gegen Null, weil
E [E(1X, - X|| )| = E(E(X, - X|| £)) = | X, - X| —>0.
Die punktweise Konvergenz sieht man so:

E(|X, - X|| %) <E(A, | Z, Vm<n
Satz 8.1 ]E(Am | yoo) vm

n— 00

Satz 2.7 E(O | ngoo) - 0.

m—0o0

Im vorletzten Schritt verwenden wir Lévys Vorwirtskonvergenztheorem (Satz 8.1)
und anschlieflend die bed. dom. Konvergenz — aka: bLebesgue, Satz 2.7; die Majo-
rante ist A,, € 27.

Der zweite Term konvergiert wegen Teil a) f.s. (und auch in L', vgl. die Aussage von
Satz 8.1).

Aufgabe 8.3. Losung: FEs sei (9,),e-n eine Filtration und (Y,)ye_n ZV, die gleichmaf$ig durch
eine integrierbare ZV Z beschrinkt sind: sup,_y|Yo| < Z. Wenn lim,_o Y, = Y_os f.s.,
dann gilt lim, o E(Y, |%,) =E(Y_0o | Y-0) f.5. und in L.
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Beweis: Wir verwenden Lévys Riickwirtstheorem (Satz 8.5) und A, == sup,¢,, [V, = Y-col.

Dann verlauft der Beweis wie in der vorherigen Aufgabe.

Aufgabe 8.4. Losung:

(a) Weil die Schritte zentriert und integrierbar sind, ist X, ein MG. Weil die Schritte
f.s. beschrankt sind, ist die Bedingung (5.4) erfiillt, d.h. wir kénnen Korollar 5.10

anwenden.

(b) Wenn Y77, &, f.s. konvergiert, dann gilt auch P(lim, &, = 0) = 1, also auch &, .
n—oo
Weil die ¢; iid und nichttrivial (# 0) sind, ist das allerdings unmoglich, d.h. Y72, &,

divergiert f.s.

(c) Wir wissen bereits, dass die Folge X, oszillierend divergiert. Weil X,, sich immer

nur um +1 verandert, mufl es alle Zahlen Z unendlich oft besuchen.

(d) Offensichtlich ist T'=inf{n : S, = 1}, und das ist eine Stoppzeit. Es gilt

{T<oo}={w:IneN,S,(w)=1}
5 {w: fur unendlich viele n € N gilt S, (w) = 1}.
Wir wissen bereits, dass P(S,, = 1 unendlich oft) =1 = P(T < c0) = 1 wegen der
eben gezeigten Inklusion.

Aufgabe 8.5. Losung:

(a) Weil S,, ein MG ist, ist S2 ein Sub-MG (konvexe Funktion eines MG). Es sei V,, =
(S)n. Da Y, 41 unabhéngig von %, ist, folgt

E(Yn+1 | yn) =EY,11=0
und daher, vgl. (3.12),

Vo1 = Vi = E(SZH - S’rQL ‘ ﬁn)
=E(Y2, +2Y015, | Fn)
=E(Y2,) +2S,E(Yy1 | F0) = 1.
Mithin: V;, = n.

(b) Offensichtlich gilt mit pull-out und u.a.:

E(Mn+1 - M, | yn) = E(Sgn(sn)yn+1 | yn)
= sgn(Sn)E(Yns1 [ Fn)
= Sgn(sn)E(Yn+1) =0.
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Damit ist (M), ein MG und (M?2),, ein sub-MG. Der Kompensator A, = (M), ist

dann

Api1 = Ap =E(MZ - M2 | F2)

= E(sgn(S,)2Y2 | + 2M, sgn(Sn) Yot | Zn)

=sgn (S, E(Y2 | .Fn) + 2M,, sgn(Sp)E(Ynsr | Fn)

= 5gn(9,)” - 1+0=1g, .0
Somit: An = Z?;()l ]l{Sii()}'
Es ist (|Sn|)n ein sub-MG, da (Sy,), ein MG ist. Wir schreiben [S,| = N, + B, fiir
seine Doob-Zerlegung, wobei N das Martingal und B den vorhersagharen Prozef3
bezeichnen. Nun gilt auf {S,, > 0}, dass Sp+1 2 0 und [Sp+1| = |Sn| = Sn+1 — Sn = Yai1.
Somit

E ((|Sn+1] = 1SnD) 115,50y | Fn) = 115,50 E (Yns1 | -Fn) = 0.

Analog gilt auf {S,, <0}, dass [Sp+1| — |Sn| = Sn — Sn+1 = =Yne1. Somit

E ((|Sn+l| - |Sn|)]l{Sn<0} ‘gn) =0.
Mithin gilt

Bri1 = By =E([YnlLis, -0 |- 7n) = Lis,-0}-

Damit
n-1
By = Z Lis,-0y
i=0
sowie
ISna1| = 1Sn] = Ynr1l s, 50y + [Yas1|lis, -0y = Yn+1lys, <0}
=Ynil(s, 501 + Lis, -0y — Yn+1l(s,<0}
also

Nps1 = N = |Sni1| = |Snl = g, 0y

= n+1]l{Sn>0} - Yn+1]l{5'n<0} = Sgn(Sn)Yn+1~

Das zeigt N,, = M,,. Insbesondere M, = |S,| - Z?;ol 1ys,=0y, d-h. M, ist messbar
beziiglich o (|S1],...,|Sn|)-

Aufgabe 8.6. Losung:

(a)

Offenbar impliziert v|.%,, < P|.%#, auch v|.%, <« P|.%#, und damit gilt nach dem Satz

von Radon-Nikodym, dass v|.%, = M, - P|.%#, fiir eine geeignete, #,-messbare ZV.
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(b)

Da Qe .%, und da M, > 0, finden wir
00 > () = [ﬂMnd]P’:EMn
d.h. M, € LY(Z,,P). Weiter gilt fiir F € .7, weil ja I € %, ¢ Fns1, d.h. F e Fpiq:
v(F)=E(M,1r) und v(F)=E(M,11Fr)
also E(M,1r) = E(M,11Fp) fir alle F € %,, d.h. (M,,),, ist ein Martingal.

Nach dem MG-Konvergenzsatz konvergieren positive (!) Martingale fast sicher gegen

eine ZV My € L! (Z). Die Integrierbarkeit sehen wir mit dem Lemma von Fatou:

EMo = E(lim M,) = E(liminf M,,) < liminf EM,, = liminf ()
n n n n

Angenommen, v|.Z o, < P|#. Dann gibt es nach dem Satz von Radon-Nikodym eine
Foo-mb. ZV mit

v(F)=E(Y1lp) VFeZ.
Insbesondere ist fur F' € .%,, ¢ %o

E(Mnlp) =v(F)=E(Y1p)

m.a.W. M, = E(Y|.%,) und Y schliet (M,), ab. Nach dem Satz von Vitali gilt
dann aber auch

n—oo
M, —

und somit Y = M, {.s.
Umgekehrt sei nun (M,,), abschlieBbar und Y € L'(.%.,) sei der rechte Endpunkt:
M, =E(Y | #,). Dann gilt
v(F)=E(M1p)=E(Y1lp) VFeZ,.
Damit stimmen die Mafile F' — v(F') und F ~ E(Y1p) fir F € U, .%, iberein, das

ist aber ein schnitt-stabiler Erzeuger von %o, der zudem ) enthélt. Damit greift
der Eindeutigkeitssatz fiir Mafle: v(A) =E(Y14) fiir alle A € .

Fir F e %, und k > n gilt E(M1p) = E(M,1r). Mit Fatous Lemma gilt dann
E(Ma1r) < liminf E(Milp) = E(M, 15) = v(F).

Diese Ungleichung gilt also fiir alle F' € U, .%,. Da aber p(A) := v(A) - E(Ms14)
offensichtlich ein positives Pra-Maf3 auf dem Halbring (!) U, %, ist, hat es eine

Erweiterung zu einem positives Mafl auf .%.,, d.h. die obige Ungleichung gilt bereits
fir alle F.

Wir finden nun fir F = S:

1=1g P-fs.

EM,. E(Mo1s)<v(S) =0

und da M, >0, folgt Mo, =0 P-fast sicher.
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(f) i. Das ist qua Konstruktion so! Beachte, dass die Verteilung von X, unter p ist
das BildmaB X, (u) = po X,;!'. Da X, die Projektion auf die Koordinate n
ist, “pfliickt” sich oX,' eben das an nter Stelle stehende Maf im jeweiligen
unendlichen Produkt heraus. Und das ist bei P das Ma$ 19 ; und bei v das Maf3
Um, 1. Die Unabhéangigkeit ergibt sich in beiden Fallen aus der Produktstruktur.

ii. Es sei gm,1(z)dzx = vy, 1(dx). Wir schreiben fn(z) = gm,1(x)/g0,1(x) und

damit

ful) = e
Da sowohl unter P als auch unter v die X,, n = 1,2,...,k unabhéngig sind,
finden wir

M, = ﬁ Je(Xk)
j-1

fir alle n € N, d.h. v|%#, = M,, - P|.#,. Da M, >0 gilt mit demselben Argument
P|\.#, = Min v|.#,. Das zeigt sofort die Absolutstetigkeit in beiden Richtungen.

Beachte dabei, dass v|.%, ~ @}_; Vm,1 und P|.F, ~ @7 vp1.

Aufgabe 8.7. Losung: Weil die ZV unabhéngig sind, gilt

dP T1y...,Tp dPy. (z;
OO0 2080) L)) it i) = S50
dP(x, ... x,) dPx,

Es sei z, = [Ti2; pi(x;). Der Beweis des Satzes von Radon-Nikodym (Satz 8.22) zeigt, dass

Py(A)I Zoo dIP)X +Py(Aﬁ{zoo :OO})

Aﬁ{zoo<oo}

Wenn wir A = RN wihlen, folgt aus dieser Gleichheit
fzoodIP’le e Py(20<o0)=1 und fzoodIP’X:O = Py (2o = 00) = L.
Damit erhalten wir
Py « Py <« fzood]P’le > Py (200 = 00) =0,
Py 1Py <= / oo dPy =0 <= Py (200 = 00) = 1.

WEeil die ZV X; unabhéngig sind, ist die Menge

{Z60 < 0} ={log 2oo < 00} = {ilogpi(Xi) < oo}.

terminal im Sinne von Kolmogorov (Satz 8.4), d.h. wir haben die behauptete Alternative.
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Aufgabe 8.8. Losung:
(a) Weil

1 1
;;Xi:IE(EZ;Xi

1
ffn) = — Y E(Xi| Zn)
niz1

gilt, folgt die Behauptung, wenn wir E(X; | .%,) = E(Xk | %), i + k zeigen. Wir
wéhlen dazu eine typische Erzeugermenge F € %, etwa F = {X; e By} n---n{X, ¢
B,}. Dann gilt

fFXz'dP=f]181(Xl)"']lBifl(Xz'—l)Xi]lBi(Xi)ﬂBm(Xz‘+1)'“1an(Xn)dIF’

- [ 15 (X)L, (X)Xl (X)L, (X)L, (X) AP

- f X, dP.
F

In der zweiten Gleichheit haben wir die Permutierbarkeit der Folge verwendet (indem

wir X; und X}, vertauscht haben). Das zeigt E(X; | %) = E(X} | Zn).

Bemerkung. Die Aussage der Aufgabe gilt auch dann noch, wenn wir %, =
o (Zi-“:l Xi, k> n) an Stelle von o(X7,...,X,,) verwenden. Wir haben dann namlich

nach wie vor

1 n
ﬂ’n) ==Y E(X; | Fn)
ni=1

und fiir eine typische Erzeugermenge F' € .%,, etwa F = {S;, € B;, }n---n{X;, € Bi },
i1,...,iy 2nund N €N gilt wegen Permutierbarkeit (beachte, dass die S Funktionen

von endlich vielen der X sind)

[ Xiap= [ Xae(X01s,(S:)-1s, (S;,) dP

- [ Xila(X)1s, (S1)-15,, (S,,) dP

_ f X, dP.
F

(b) Geht genauso wie die ,,Bemerkung* in der vorherigen Teilaufgabe. Wir betrachten

im Integral, in dem wir die Permutationseigenschaft verwenden, die Funktionen

¢(5517552a cee ,xm)]].R(JUm+1)"']].R($n)

und die Erzeugermengen der Bauart Nendiich,isn+13m{iUm,i € Bm;}. Wir beachten
wieder, dass die Uy, ; nur von endlich vielen der X; abhéngen, d.h. wir kénnen wirklich

ein endliches Permutationsargument heranziehen.

(¢) Aus Teilaufgabe (b) wissen wir, dass

E(o(Xiy,- s Xin) | Dne1) =E(0(X1, -, Xin) | D)

Vi< <ig< - <ipp<n+1l, m<n+1.
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Indem wir iiber 1 <41 <i9 < - <ipm<n+1lund 1< ky <ky<--- <k <n summieren,

erhalten wir

Um,n+1 = E(Um,n+1 | <(gnJrl)

Ll 3 E(A( Xy, Xi,) | Dast)

n+1 o )
m ) 1Si1<iag<<im<n+l

=E(o(X1,.-, Xm) | %ns1)
1
= oy > E(S(Xnys-- s Xe) | Dna1)
(m) 1<k <ka<<km<n
=E (Unn | Dni1) -
Also ist

Uf =Up, -, %f =%, mit v=-ne-Ng, v<-m

ein Riickwirtsmartingal. Insbesondere existiert der f.s. und L'-Grenzwert.

(d) GeméaB Satz 8.7 ist der nach Teilaufgabe (c) existierende Grenzwert
U=1lmU? von der Form U =¢(X1,Xs,...,Xm)
n

fiir eine Symmetrische Funktion ¢ und permutierbare iid ZV (X1, Xs, X3,...). Damit
gilt U = EU und wegen der L'-Konvergenz haben wir

EU = imEU? = E¢(X1, ..., Xm).

Aufgabe 8.9. Losung: Die Funktion 14 ,en.x, eB}=o0 15t symmetrisch. Damit gilt nach Hewitt—
Savage P(#{neN: X, € B} = 0) € {0,1} und die Behauptung folgt.
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9 Elementare Ungleichungen fiir Martingale

Aufgabe 9.1. Losung: Esist (-X,,), ein sub-MG. Wir wenden nun die Maximalungleichung 9.2
an: fir r >0 gilt

P(suan > r) < P(suan > r)

n<N n<N
= P(;gjf\‘[(—Xn) < —1")
9.2 1
< [B(-X0)" -E(-X0)]
,

——
=0

1
= —-EXp.
r

Wegen {sup,, X, > r} = Un{sup,<y X» > r} folgt die Behauptung mit MafBstetigkeit fiir
N 1 oo.

Aufgabe 9.2. Losung: Es sei .7, =o(Uy,...,Uy,).
(a) Offensichtlich gilt Z,,,1 = Zn(%)U"”. Weil Up,y1 L%, und da Z,, %,-messbar ist,
folgt

- Z.E %)Uml]
= Zn [gp(Un+1 = 1)+ ZP(Upsr = —1)]
[tz

(b) Im Fall p > ¢ ist die erste Ungleichung trivial und nicht sonderlich interessant. Sei

also p < ¢. Dann gilt
supS, >k < supZ, = sup(g)sn > (g)k

und indem wir die Maximalungleichung anwenden, erhalten wir
k k k
- q p - (2
P(s%psn > k) - P(s%pzn > (p) ) < (q) EZ, = (q)

Die zweite Ungleichung folgt so: es ist EY < Y72 P(Y > k) fiir jede positive ZV

Y > 0. Damit
E(supS )S IP’(supS ;k)g ) = .
no kz:g no zg)(q) 1-2 q-p
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Aufgabe 9.3. Losung: Wenn X, ein MG ist, dann ist e¢(X»=X0) fiir £ > 0 ein positives Sub-
MG. Nun seien p > 1 und ¢ > 1 konjugiert, d.h. %+% = 1. Daher finden wir in Ungleichung
(9.10)

P (sup(Xn -Xop) > t) =P (esup" §(Xn=Xo) 5 eté)
n

_p (Sup £(Xn=Xo0) 5 etg)

n

<e™E (sup eg(X”_XO))

n

= e K ([sup ezljf(X”_XO)]p)

< e_tgqpsupT;E ([e%g(X”_XO)]p)
- P “E (eé(Xn*Xo))

~t6+€%d3 [2 _ op 5t di+ 5 (Edn—t/dn)?

<qPe =qPe

Fiir p — oo folgt ¢P — e.
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10 Die Burkholder—Davis—Gundy

Ungleichungen

Aufgabe 10.1. Lésung: ’Tippfehler in der Angabe: [X,Y ], :=XoYo+ X1 ... ‘

(a) Das folgt unmittelbar aus den Beziehungen
AAX;AY = (AX; + AY;)? - (AX; - AY;)? = (A(X; + Y)))? - (A(X; - Y)))?
und
2AX;AY; = (AX; + AY;)? - (AX;)? - (AY;)? = (A(X; + Y;))? - (AX;)? - (AY;)2.
(b) Die erste Ungleichung folgt aus
(A(X; +Y)AH(AX; + AY;)? < 2(AX;)? + 2(AY;)2

Die zweite Ungleichung ist einfach die Minkowski-Ungleichung fiir die £2-Norm (setze
X,l = Y,l = O)

Y(AX; + AY;)2 <+ | Y (AX;)2+ 4| D (AY;)2.
=0 =0 =0

(c) Wir wissen aus Lemma 10.8, dass X?~[X] ein MG ist. Andererseits ist auch X2—(X)
ein MG (Definition 3.8), also ist [X] - (X) = (X2 - (X)) - (X% -[X]) ein MG.

Aufgabe 10.2. Lésung: Fiir ¢ = k ist nichts zu zeigen. Ohne Einschrénkung sei i -1 < 4 <

k —1< k. Dann haben wir mit der tower property und einem pull-out

E(AX;AY;) = E (E[AX;AY; | Zii])
=E(AXE[AY; | Zia]) =0

weil E [AYk | ﬁk—l] =0 gﬂt.

Aufgabe 10.3. Losung: Wir haben fiir > 0

Eet¥nl ¢ RetXn 4 Bem@Xn
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und es gilt

noLe T e =1 e n
Ee*®Xn = ¢*® Xiz1 ¢ifi = HE@“QEZ =] 3 (" + e7%) = [ ] cosh(zc;)
i=1 i=1 i=1

?¢} und erhalten

und nun verwenden wir cosh(z¢;) < e*
Ee* Xl < 26774,
Mithin

lPJ(|)(n| 2 t) = ]P’(ex‘X"‘ > emt) < efmt]EeﬂXﬂ < 26332d,2171t

und wir withlen nun z = t/2d2.

Aufgabe 10.4. Losung: Offensichtlich ist X ein Submartingal beziiglich der natiirlichen Fil-
tration %, = o(&1,...,&,). Wenn Y221 a,, < oo, dann ist X auch L!-beschrinkt. Weiterhin

ist

X2 =supE(Xp 1 | Fn) =X+ >, a
k

2n+1
und somit
o _ vo _
X, =X, -Xp,= Z a;.
2n+1

Insbesondere ist
supE(|X,]) Xn20 supEX,, = Z an
n n n
und
supEXY = > a, supEX; =X§ =) ay
n n n n
also
supE(|X,|) # supEX? + supEX?.
n n n

Das zeigt, dass i.Allg. Aussage d) im Zusatz von Satz 10.14 fiir Submartingale nicht gilt.

Aufgabe 10.5. Losung: Geht analog zum Beweis von Satz 10.6 auf S. 96.

Aufgabe 10.6. Lésung: Natiirlich ist (X,,.%#,), ein MG — auch wenn das in der
Angabe nicht explizit gesagt wird.
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Zunéchst bemerken wir, dass fiir p > 1 die BDG-Ungleichungen ,,mit Supremum® (10.3)
und ,,ohne Supremum® (10.5) &quivalent sind, weil wir im Fall p > 1 die Doobsche

Maximal-Ungleichung haben, vgl. Bemerkung 10.3.b.

Wir schreiben f(t) < g(¢) wenn es Konstanten ¢,C' mit cf(t) < g(¢t) < Cf(t) und alle ¢
gibt.

(b)=(a) Es sei (B,), vorhersagbar und |B,| = 1. Die Ungleichung zeigt, dass wir
notwendigerweise Xy = 0 haben, sonst gilt sie nicht (B e Xy = 0 per def.). Dann
gilt auch

n n
[BeX]u=(BeX)j+y B (Xi-Xi1)* = 3 (Xi - Xi1)? = [X]n
i=1 i=1
Die BDG-Ungleichungen fiir X und B e X besagen dann

E(1X,[") < E([X,]"/?) =E([B e X]"*) <E(1B e X[").

(a)=(b) Wenn (a) gilt, ist notwendig Xy = 0. Wir folgen dem Hinweis und wenden die
Khintchine-Ungleichung (Satz 10.6) in folgender Situation an (P’ und E’ sind die auf

w’ zielende W-keit bzw. Erwartung)

Be X, (w,w') = iBi(w')AXi(w) = 2&(&/)@((;})

und wir erhalten fiir jedes feste w mit der Khintchine-Ungleichung

n p n p/2
# ([Se)ae)] ) < (5ew)
i=1 i=1
und indem wir den Erwartungswert in w bilden
n p n p/2
EE( S () erw) )xEl(Zcfm) ] ~E[[xpe].
i=1 i=1

Aufgrund der Voraussetzung und mit dem Satz von Fubini wissen wir aber auch

ilgi(w')ci(w) ) =E'E(|B e X, (w,w)|") < E[X,[F

EE’ (

und die Behauptung folgt.
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11 Zufallige Irrfahrten auf Z?¢ — erste Schritte

Aufgabe 11.1. Losung:

(a)

OE sei X =0. Wir schreiben ¢ und r fiir die Zahl der Schritte nach links bzw. nach
rechts. Nun gilt: n =¢+r und k = X,, = r — £. Daher gilt n+ k = 2r € 2Ny, d.h.
n + k ist gerade, was nur sein kann, wenn entweder ,,n und k gerade“ oder ,,n und k

ungerade“ sind.
Wenn wir das System n=£¢+r und k = r — £ auflésen, erhalten wir

:n;keNo und E:n_k

r ENQ.

Zunichst gelte n + k € 2Ng. Aus den n Schritten wéhlen wir r = %(n + k) Schritte

nach rechts aus, was auf (:f) Arten geht. Mithin

n o\ Linek) Lin-
P(X, - Xo=k) = (T)prqz _ (M)p2( +8) g5 (k)
2
Wenn n + k ungerade ist, gilt P(X,, - Xo = k) = 0. Wenn wir also die Konven-
tion (,ﬁk) := 0 fiir n + k ungerade verwenden, kénnen wir P(X,, — X = k) in einer

2
geschlossenen Form angeben.

Aufgabe 11.2. Lésung: Fiir n € N bezeichne .%,, die von Xy, X1,..., X, erzeugte Filtration,

d. h.

Fn = 0(Xo,X1,...,X,). Dann gilt fir x # 0, dass

n-1
{Ty=n} =N {Xiza}n{X, =2} P,
=] ———— ——
eﬁi Eyn

wobei wir benutzt haben, dass .%; ¢ %, fiir alle i < n. Damit folgt

{Ty <n} = J{T; =k} e Z,.
k=1 — o ——
Eyk

Wegen Xy =0 gilt {Tj =0} = {Xo =0} = Q € %, insgesamt ist daher Ty ist eine (%), )ns0-

Stoppzeit.

Offensichtlich gilt T, = T, wenn « # 0. Wenn z = 0, dann ist 7y = 0 wahrend Tp > 2

gilt.

Insbesondere folgt, dass T, auch eine Stoppzeit ist. Das kann man auch — wie oben
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— direkt sehen, weil in diesem Fall die Formel

n-1
{Tp,=n}=N{Xizz}n{X, =2} e.Z,
=1 ~———— — —
Eﬂi &?n

sogar fiir alle x € Z gilt.
Es gilt T'(a,b) = min{n € N: X, ¢ (a,b)} = min{n : X,, = a oder X,, = b} = T, AT} und
daher ist auch T'(a,b) eine Stoppzeit. Beachte: wir haben hier verwendet, dass X,, das

Intervall (a,b) nur verlassen kann, wenn es durch einen der Endpunkte geht, d.h. wir

verwenden hier die Tatsache, dass ein SRW nur Schrittgréfie £1 hat.

Aufgabe 11.3. Losung: Der Fall d = 1 ist bereits in Satz 11.11 behandelt worden.

Nun sei d = 2. Es sei y = (y1,92) € Z* gegeben. Setze T, = inf{n: X,, =y}. Lemma 11.13
gilt wortlich auch fiir @, = P(X,, =y) und f,, = P(T, = n).

Wir miissen also nur u, wie im Beweis von Satz 11.14 ausrechnen. OE sei y im ersten

Quadranten, d.h. y1,y2 > 0. Dann haben wir fiir alle n
_ 2n+y1+y2 1) 2+l
Hanell = §(a +y1,a,ﬁ+y2,5) (Z)
2n + |y n+yr\(n+ya\ (1)\2H
=(n+y1 )a;ﬁ:n( B )( a )(Zl)
G @
n+y 4
) (i(mwy\)?)z(;)'y L
4"\ n+ 1y 4 n
Beachte: uy,,,,), = 0. Wenn wir ndmlich den beobachteten Pfad Xo — Xo,11,)y = y mit
einem weiteren Pfad, der in |y| Schritten direkt von 0 nach y geht, vereinigen, dann

ist die Vereinigung der Pfade eine Null-Exkursion mit 2n + 1 + |y| + |y| Schritten, was

nicht moglich ist.
Beachte: wir haben in der Rechnung die Vandermonde-Faltung verwendet
206202, C)6)-(07)
e A A VA Ty s R AY n /)

Die kann man wie in [Schilling-WT, Aufgabe 3.12] mit kombinatorischen Uberlegungen
zeigen: Zahle die Zahl der Pfade von (0,0) nach (M, N) in einem Rechteck auf zwei
Arten: (a) direkt und (b) so, dass man auf der Diagonalen einen Zwischenstopp

einlegt.
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Aufgabe 11.4. Losung;:

ET = Z;)nIP’(T n :iilP(T n :ili]P’(T:n)

i]P’(TM) YP(T>i-1) =) P(T >1i).
i=1 % 1=0

i=1

[ ] ]
Aufgabe 11.5. Losung: Wegen P(¢ € dx,Y e dy) =P(§ e dz)P(Y e dy) gilt
Ef(&6+Y) [[ fa.o+y)P(E eda,Y edy)
- [ t@a+pPEedn) P edy) = [ Ef(§E+y)P(Y e dy),
und die andere Formel folgt analog mit Fubini.
[ ]

Aufgabe 11.6. Losung: Es sei Xg=0 und z > 0. Mit dem SLLN sehen wir

Xpn—Xo nooo
Xp - Xg=n. 2020 2%, sgn(p - q)oo f.s.

(Hier verwendet: Fiir eine Folge (a,)n, € R mit a,, — a gilt n-a, — oo falls a > 0 und

n-a, - —oo falls a <0.) Fir p > ¢ erhalten wir also
X, = (Xn-Xo) + Xog = 400 fas.

Da beim SRW die Schrittweite 1 betragt (wir gehen immer genau einen Schritt nach links
oder nach rechts) und wir in X = 0 starten, folgt daraus schon, dass fiir fast alle w € Q

ein N = N(w) € N existiert mit Xy(w) = x. Folglich, T,, < N < oo fast sicher.

Aufgabe 11.7. Lo6sung;: (2:) ist die Zahl der n-elementigen Mengen aus einer Grundmenge

mit 2n Elementen.

Nun farben wir die Elemente der 2n-elementigen Menge so ein, dass genau n Elemente
rot und n Elemente schwarz sind. (:})(2) mit r + s = n ist die Zahl der n-elementigen
Mengen wobei genau s Elemente schwarz und die restlichen r = n — s Elemente rot sind.
Wenn wir nun iiber 7+ s =n und r € {0,...,n}, variieren und summieren, erhalten wir die

behauptete Formel.

Variante: Wir verwenden das Koordinatensystem {0,1,2,... ,n}2. (2;) gibt die Zahl der
Wege von (0,0) - (n,n) in 2n Schritten an.

Mit r bezeichnen wir einen Schritt nach rechts, mit s einen nach oben.

(n)(Z) ist die Zahl der Wege von (0,0) - (r,n —r) (in n Schritten) und dann wegen

T

s=n-rvon (n-s,s) - (n,n), d.h. wir legen an einem Punkt einen Zwischenstopp
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ein. Nun summieren wir iiber alle moglichen Zwischenstopps und erhalten wiederum die

behauptete Formel.

Aufgabe 11.8. Losung: Offensichtlich ist die Behauptung aquivalent zu m!m!m! < alblc! fir
alle a,b,c € Ny mit a+b+c=3m. Fiir a = b=c=m ist nichts zu zeigen. Sei a >m > b und
c € Ny beliebig mit ¢ =3m —a —b. Wir konnen a um 1 verringern und b um 1 vergrofern.

Dann gilt immer noch a—12m > b+ 1 sowie
(a-DI(b+ Dl <alble! <= (a-DI(b+1)!<alb! < b+1<a.

Indem wir diese Prozedur so lange wiederholen, ggf. indem wir auch ¢ an Stelle von b

betrachten, bis a — 1 = m gilt, folgt die Behauptung.

Aufgabe 11.9. Losung: Dimension d = 1: Im ersten Schritt des Beweises von Teil a miissen

wir (%)"(%)” und (}L)" durch p"¢™ und (pq)™ austauschen. Damit ergibt sich

1
Vv
Weil aber 4pq < 1 gilt, ist die Reihe ¥, P(X2,, = 0) konvergent, d.h. der SRW ist transient.

P(X9, =0) » (4pq)".

Dimension d = 2: Wir schreiben

P(&1=(1,0)) =p, P(&1=(-1,0))=¢q, P(&=(0,1))=r, P(&=(0,-1))=s.
Die Rechnung in Schritt 2 des Beweises von Teil a éndert sich entsprechend zu

P(Xan = 0) = = (4pq)" (4r5)"

und weil wenigstens einer der Ausdriicke 4pg oder 4rs strikt kleiner als 1 ist, konvergiert
auch die Reihe Y, P(Xy, =0), d.h. wir haben Transienz.

Aufgabe 11.10. Lésung:
(a) Wir schreiben

ey =P((X1, Y1) = (k,1)).
Auf Grund der Unabhéngigkeit der Prozesse ergibt sich
ey ==P(X1 = k)P(Y1 =1).
Da wir zusatzlich wissen, dass X und Y symmetrische SRW sind, folgt

P((X1, Y1) = (£1,41)) = }l.
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(b) Wir setzen p := (pn)neN, Pn = %R(iﬁ:) Die Rotationsmatrix R ist gegeben durch

R 1 (1 -1
vzt 1)
Da Y, X unabhéngige SRW sind, finden wir unabhéngige iid Folgen (&, )neny und
(M)neny mit Xy, = ¥ & und Yy, = 208y my, P(& = 21) =P(ny = 1) = 3 fiir alle n e N.

Damit
1{1 -1\[(X, n

Die Zufallsvariablen (; sind offenbar wieder iid (da (&;); und (7;); unabhéngige iid
Folgen sind) und es gilt gerade P({; = %e;) = § fiir j = 1,2 (da P(&§ = £1) = P(my =
+1) = 3).

Aufgabe 11.11. Lésung: Wir zeigen zuiichst, dass Y, = X N(n) €ine einfache symmetrische

Irrfahrt in Z3 ist; wir werden daraus folgern, dass X,, transient ist.

Es sei e = (1,0,0) € Z3. Dann haben wir (ua bedeutet ,,unabhingig*)
P(Yi=¢)=P(Xnq)=¢)

= S B(Xp = | N(1) = B)B(N(L) = k)

k=1

= 2. P(Xy=¢, N(1) =)
k=1

= E]P( 7k=e,X1 =0,...,Xk_1 =0)
k=1

Eod

k=1
=P(Xi1=¢€) ) P(X4p-1=0,...,X1 =0)
k=1
1& —
=- > P(X}-1=0,...,X1 =0)
8 k=1
Nun berechnen wir die Summe Y52, P(X;_1 =0,..., X1 = 0). Dazu schreiben wir

&i=(&,. 6) =X~ Xia e 2%,
Offensichtlich gilt

1
P(gi:en):]?(gi:_en)zga n:17273747
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mithin
und

Daraus folgt dann

— 1
]P)(}/l 26)2 6

Der Prozess (Y,)nen ist also eine einfache symmetrische Irrfahrt in Z3, damit transient,
d.h. P(Tg/ < o) < 1, wobei Ty die erste Riickkehrzeit eines Prozesses X mnach 0 ist.

Schliefllich folgt damit
P(TX < 00) <P(T < 00) <P(TY < o0) < 1.

Der Prozess (X, )nen ist also transient.

Aufgabe 11.12. Lésung: Da X = (X!, X?) ein SRW ist, gilt P((X!, X?) =) = p. fiir e € Z?

72

mit |e| = 1 und Yle]-1 Pe = 1. Weil der RW sich bei jeden Schritt nur in je einer Koordinate
dndern kann, kénnwn wir o.E. annehmen, dass P(X{ = 1, X2 =4 | X2 =i)=p# % und
P(X]=-1,X2=i| X2 ,=i)=q=1-p% % gelte — hier geht die nicht-Rotationsinvarianz

ein: die p, sind nicht alle gleich. Setze
N(0):=0 und N(n):=inf {m >N(n-1): X! # X}V(n_l)} .

Dann ist X := (le\f(n))n ein nicht-symmetrischer, eindimensionaler SRW. Dieser ist tran-

sient, damit ist X transient.




12 Fluktuationen einer einfachen Irrfahrt auf 7Z

Aufgabe 12.1. Lo6sung;: ‘Achtung: Tippfehler in der Angabe. o9, = Tp. ‘ Es gilt

{T0=2]€} = {Xl +0,X2#0,..., Xop1 ¢0,X2k=0}.

Da die ,,Exkursionen“ nach oben und nach unten gleichwahrscheinlich sind, und da nur

der erste Schritt die ,,Richtung“ der Exkursion bestimmt

Jor =P(X1#0,X2#0,..., X031 #0, X9, =0)
=2P(X1 >0,X2>0,...,X2k_1 >O,X2k=0)
= 24(X1>0,X2>0,..., X0, >0, X, = 0)/2%

= 2#(X1>0,X2>0,..., Xop_ g =1)/2%

gk, L (2k—1)
2%k -1\ k

1 (2k-1)!

2k-1 kl(k-1)!

:2.2—2’f.—(2k_2)! 2
(k-D(k-1)! k

_g2ke1y, (k-2 1
h-1)(k-1) 2k

=9.972k,

1

= % U2(k-1)-

Aufgabe 12.2. Lésung: Betrachte den neuen SRW X, := X1 — X3, der von & = X; un-
abhangig ist und sich sonst wie der urspriingliche RW verhalt. Dann gilt

P(X1 >0, X0 0,..., Xon>0) = P(X1 =1, X5 >0,..., Xon >0)
=P(X;=1,X720,...,X5, 1 20)

=P(X;=1)P(X{>0,...,X5. 4 20)

1
= E]P’(X{ 20,...,X5, 120)

1
= E]P)(Xl 20,...,Xop 12 0)

Das zeigt die erste Gleichheit. Die zweite Gleichheit folgt nun mit Hilfe von Lemma 12.8:
Aus X9,,-1 20 = Xo,-1 > 0 (genauer Xo,-1 € {1,3,5,7,...}), da 2n — 1 ungerade ist
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und damit folgt X9, > 0. Mithin

P(X120,...,X2,20)=P(X;20,...,X9,-120) vorangehende Uberlegung
=2P(X1>0,...,X9,-1>0,X9,>0) erste Identitat
=P(X1#0,...,X9,-1#0, X5, #0)  Symmetrie
=P(Xa, =0) Lemma 12.8.

Aufgabe 12.3. Lésung: Wir haben P(M,, > 2) =P(X,, > z) + P(X,, > 2) =P(X,, > z) + P(X,, >
x+1) und ebenso P(M,, >x+1) =P(X,, 22+ 1) + P(X,, >z +2). Somit ist

P(M, =) =P(M, >x) -P(M, >z +1)
=P(X,22)-P(X,>22+2)
=P(X,=2)+P(X,=z+1).

Aufgabe 12.4. Losung: Offensichtlich gilt {To(k) =n} =@ e %, wenn n < k oder wenn n

ungerade ist. Sei also n 2 k und n € 2Ny. Wir haben
(TP -ny= U {Xn==Xi, = X,=0}n]X; 20,2, 0<i<n
0 S i o T A PERITN 0 <<k
L21<12<<_1 <N
und diese Menge ist offenbar in %, enthalten.

Die letzte Besuchszeit der Null im Intervall [0,2n] n Ny ist keine Stoppzeit, weil z.B.
{Lo = 2n — 2} nicht Fy,_9-messbar ist, da wir die letzten beiden Schritte kennen miissen:
Xgn_l #0 und Xgn #0.
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13 Rekurrenz und Transienz allgemeiner

Irrfahrten

Aufgabe 13.1. Losung: Weil die Schritte (&,)nen iid sind, haben wir (vgl. Lemma 8.13 oder
Lemma 3.9)

(X)n = V(& | Fiy) B0 R | Fiy) ST SRR S nE(e2).
L =1

n n
1=1 i=1

Zusammen mit Lemma 8.13 erhalten wir

{(3lim,, X, € R} *2% {lim, (X ), < 00} 2 3,

d.h. die Irrfahrt muss f.s. oszillieren. Das zeigt die Richtung ,,=“ in c).

Aufgabe 13.2. Losung: Wir setzen &y = x. Weil die &, i > 1, iid mit Verteilung u sind, gilt

P(fo,&,...,gn) =0, OU® - ®U
N——

n Faktoren

Daher konnen wir fiir die Folge (&, )nen, das Produktmaf 0,®®:°; p verwenden. Tatséchlich
bleibt uns auch keine andere Wahl, weil die endlich-dimensionalen Verteilungen P(¢, . ¢.)

die Projektionen des Produktmafles eindeutig bestimmen.

Dieses Produktmafl konnen wir verwenden, um die Verteilungen von X,, zu berechnen:

P(X, ¢ B) = f]lB(Xn)dIP’
:f.an(q;0+q:1+---+xn)P(fOedx0,§1 edry,. .., & edy)
:f.f]lB(m+:v1+---+mn)]P’(£1 edxy,..., &, €dxy)
:f.f]lB(a:+a:1 +ootxy) pu(dry) ..o p(day,)
= 0g * Yz 11(B).
(Wir schreiben » bzw. ¥ fiir die Faltung.)

Aufgabe 13.3. Losung: Wir wihlen eine o-Algebra %" in RY — entweder 2(RY) (wenn die
&; diskret sind) oder das Produkt der Borelschen o-Algebren ®;.y Z(R). Dann gilt nach
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Definition
S ={{XeB}:Be B} =X"1(2")

und das Urbild einer o-Algebra ist selbst eine o-Algebra.

Wenn 7' terminal ist, dann gilt fiir ein geeignetes B € B, dass T = {(éns1,&ns2...) € B} =
{X € Q" x B}. Anschaulich heifit das, dass eine terminale Menge, da Sie nur von beliebig
grofen Indizes beeinfluft wird, nicht von den ersten (endlich vielen) Indices 1,2,...,n

abhangt. Daher konnen wir diese &1, ...,&, beliebig permutieren.

Aufgabe 13.4. Losung: Es sei 7 eine Permutation der ersten m Indices. Offenbar gilt §;(1) +
o+ &n(m) +Ema1 + -+ §p = Xy, und daher sind die Mengen A und A’ permutierbar: hier

gehen nur grofle n ein.

I.Allg. ist A nicht terminal, da der Wert von X,, tiber die Frage X,, € B bzw. X,, € B
entscheidet — und bei der Berechung dieses Werts gehen alle ; ein (nicht aber deren

Reihenfolge), d.h. A wird nicht terminal sein, aber immerhin noch permutierbar.

Sei m fest. A’ genau dann von &1,...,&, ab, wenn ¢, nicht unbeschrankt ist. Also: A’
ist immer permutierbar und wenn (c/,), unbeschrankt ist, dann ist A" auch terminal im

Kolmogorovschen Sinne.

] ]
Aufgabe 13.5. Losung: Wir haben Ev(B,..(0)) < cr?Ev(B.(0)).

L] ]
Aufgabe 13.6. Losung: Vgl. hierzu Satz 16.2 in [Schilling-WT].

] ]

Aufgabe 13.7. Losung: Wir wahlen £, 7 € R beliebig. Die ZV £ X} + 1Y} sind offenbar iid und
es gilt

E[( Xk +nYE] = EEXE + nEY, =0
sowie

V[EXE +nYy] = E2VX), +26n Cov(Xy, Y) + VY,

= E20% + 2noxy +nlod

=<5,n>("§< “X;“)( ; )
oy X Oy eta

Aus dem CLT in einer Dimension wissen wir, dass

21 d
(X + 1Y) — G ~ N(O,
kz::l\/ﬁ(f kYR —— (0,7m)
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mit ve, = V[{X + Yy ]. Wir kénnen aber G darstellen als G ~ G + nGa, wobei G1,Ga
GauB-ZV mit (G1,G2) ~N(0,T") sind. Damit folgt

el G g MOE)

n—oo

W)

und wenn wir ¢t = 1 wahlen, konnen wir diesen Befund als d-Konvergenz von ﬁ Yo (Yk

gegen G = (g;) interpretieren.

Aufgabe 13.8. Lésung: Wir nehmen gleich m € L!(dz) an, da in diesem Fall das Integral

(&) = [gam(z)e!®8) dz existiert.
Satz von Plancherel: [p.m (&) v(d§) = [ 0(&)m(€)dE.

Beweis: Wir haben

L@ wiae) = [ [, m@e=9dr) v

- fRd (fRd e“x*g)y(df))m(x) dx

Fubini! Beachte: || =1 und [[ |m(x)|dzv(dE) = ||m||L1(d$)1/(]Rd) < 00
= [R{d v(x)m(x)de.

Faltungssatz: m * v(£) = m(&)U(£).

Beweis: Wir haben

m*v(€) = [Rd @ m « () da

- /ﬂéd ei<x’5>(fRd m(z —1y) V(dy))dw
:.[Rd fRd ei<r’£>m(x—y)y(dy)d:z
:fRd fRd e m(z - y) dzv(dy)

Fubini! Begriindung wie oben. Beachte |[m(z —-)|11(4q) = [m[ 1 < oo.

:/]Rd fRd O (2) do v(dy)
= /Rd fRd ei<x’£>m(az) dxei<y’§>u(dy)
=m(§)v(§).

Aufgabe 13.9. Lésung:
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(a) Es gilt

h ixf ! ix6
/R (z)e dﬂf:/:I(l_LTD@ dx
1 20 1 iz
=f0 (1-z)e” dx+f0 (1-x)e"™dx
1 . ,
:A (1—1:)(6w0+e_”50) dz
1 0
:2Ref (l—a:)e”” dx

iz0
_ore| 2 ‘f”)e f m‘)dx]
10 B 19
- . . 1
(1 _ 1‘)6”6 ezxa
=2Re|——F—— -
N T 0 |,
[ 0
e 1 1
=2R -— -
“loz i 92]
~ 1—cos@
= o

(b) Es gilt n > sinn > nsinl fur alle n € [0,1] — das folgt aus der Konkavitat von sin auf
dem Intervall [0,1], vgl. auch [Schilling-WT, Abbildung 7.1, S. 72]. Mithin gilt fiir
0€[0,1]

sin 1

62

0 0
1—0080:'[0 sinndn?fo nsinldn =
(c) Wir haben
fh(:n)eme/adac v x/ fh(ay)elyedy ah(a-)(ﬁ)

Aufgabe 13.10. Lésung: Umbeschriebener Wiirfel: S = 2r tut’s offensichtlich.

Einbeschribener Wiirfel: s muf so sein, dass 2r die Lange der Diagonale in Q5(0) ist. Die

Diagonale berechnet sich nach Pythatoras als

2r
d-s>=s2+...82=(2r)) = s=——.
1 d ( ) \/C_i

Aufgabe 13.11. Losung: Wir haben

|62|2 _ eze—zz 62652 ez+2 _ 62Rez _ (eRez)2 )

Weiter gilt
1 zZ Rez
P PR
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und daher

. 2 2
Rez-RelzReZ Rez _ (Rez) <(Rez) _1
z |22 (Rez)?+(Imz)? ~ (Rez)?

Aufgabe 13.12. Lésung: Es gilt

~ _ i(x,0) _ _ dy _

i) = [0 u(da) = [ 1p(de) = p(RY = 1.
Mit dem Stetigkeitslemma [Schilling-MI, Satz 12.1] sieht man unmittelbar, dass 6
Jra €49 u(d) stetig ist.
Weil ﬁ|m gleichméBig stetig ist, folgt auch die zweite Behauptung der Ubung.

Bemerke: Es gilt sogar: Ji ist auf ganz R? gleichmiBig stetig. Das sieht man so:

7€) - fi(n)]| = [ %) — Rt )|
Sil6X) _ ei(n,X>| ]1{‘X|>R}) + ’E ((ez‘(f,x) _ €i<n,x>) 1{|XKR})|
fm(edﬁ,z) _ ei(n,x)) (da)

ei<£’x) _ 6i(7lvz> /L(d.f)

sE(

<2P(|X|> R) +

<2P(|X|> R) + f
Br(0)

<2P(|X|> R) + e (Br(0))

<2P(|X|> R) +e.

In der vorletzten Abschitzung haben wir verwendet, dass

<zl - [€ =nl < RIE =7

Gl € _ ei(x,n)‘ _ ‘f(wm) i ds
(z,€)

auf Bgr(0) gilt. Insgesamt folgt also die gleichméfige Stetigkeit, wenn wir R so grofl
wiéhlen, dass P(|X| > R) < € gilt.

Aufgabe 13.13. Losung: Wir folgen dem Hinweis und bemerken, dass (Y;,), mit Y;, := X1 —
X1 = X, - &, selbst eine Irrfahrt ist, die dieselbe Verteilung wie (X, ), hat. Damit hat sie
dasselbe stochastische Verhalten. Nun gilt aber Xo,11 = Yo, +&;. Daraus folgt unmittelbar

f.s. f.s. f.s.
Xop ——> 00 <= Yy ——> 00 = Xogp4 ——> 0
n—o00 n—o0 n—»oo

Denn wegen der Unabhangigkeit gilt
P(lim [Ya, + &1 = 00) = f P(lim |Ya, + ] = 00) P(&) € da) = f 1P(&) e dz) = 1.
n n
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Aufgabe 13.14. Lésung: Nach Voraussetzung gilt
VR>0 3IN=N(R) Vn>N(R):az >R
und
VR>0 3M=M(R) Yn>M(R):am+1 >R
also haben wir

¥n > 2(N(R) + M(R))+1:a, > R.
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14 Irrfahrten und Analysis

Aufgabe 14.1. Losung: Die Richtung (14.6)=(14.4) ist klar: wir nehmen einfach Z = 1p.
Umgekehrt kénnen wir Z als Z* — Z~ schreiben wobei Z* € L*°(%r). Daher reicht es,
(14.6) fir Z > 0 zu zeigen.

Mit dem Sombrero-Lemma koénnen wir Z € L*°(%p) durch einfache Funktionen Z,, der
Gestalt Z,, := Z?j{ Ginlp,, mit F;, € Fp und ¢;, € [0,00) gleichmaBig (! weil Z
beschrankt ist [Schilling-MI, Lemma 7.11, Aufgabe 7.7]) von unten approximieren: Z, 1 Z.
Offensichtlich zeigt (14.4), dass

E* (Znl{7eco}  ®(X71)) = B (Zn 1 (1ecoy - EX7®(XL)).

Wir kénnen in dieser Gleichheit den Grenzwert bilden und erhalten (14.6).

Aufgabe 14.2. Lésung: Um von E zu E* iiberzugehen, ersetzen wir f und g durch f(-+ x)
und ¢(- + x). Das sind nach wie vor beschrinkte Funktionen.
Wir zeigen nun die behauptete Gleichheit:

Ef(X7)g(Xn+r) = kZ E[f(Xk)g(Xnsr) Lir=py ]

Y Ef(Xk)g((Xper = Xi) + X)L iropy ]

[
> E|
> E[
> E[

bl
[e=]

=0
S ELS(X0) [ 9+ X0) P((Xnek = X0) € dy) Ly ]
=0

E
=0

k
> ELF(XE) [ 9y + Xe) B(Xa € dy)T 7opy)
k

In den letzten beiden Zeilen haben wir verwendet, dass X, — X unabhéngig ist von X,

und {7 =k}, und dass X,,x — X ~ X, gilt.

Ngk

E[f(Xi)E**g(Xp)Liropy ]

& 7
o

F(X7)E*Tg(Xn).
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Aufgabe 14.3. Losung: Es gelte u(xg) = 0. Das ist offensichtlich ein Minimum von u. Weil u

harmonisch ist, folgt

1 1
0=u(xp) = % \e|:1U(aj0 +te) = 0= % g::l (u(zo +e€) —u(xg))

>0

= u(xg+e)=u(xy)=0.

Somit ist w in jeder ,,Umgebung” U, = {x + e : |e|] < 1} von x konstant Null, und nun
konnen wir Z? als Vereinigung solcher Umgebungen schreiben, d.h. u ist iiberall konstant
Null.

Aufgabe 14.4. Lésung: Die Bedinung fiir Harmonizitat lautet

inli) = 57 3 unla

und, wenn lim, u,(y) fiir alle y € Z? existiert, ist diese Beziehung offensichtlich stabil

unter punktweisen Limiten. Damit ist die Grenzfunktion v wiederum harmonisch.

Aufgabe 14.5. Losung: Bemerkung. Fiir die symmetrische einfache Irrfahrt in Z? gilt sogar
ein schérferes Resultat: Man kann beweisen, dass ohne weitere Annahmen jede harmonis-
che Funktion bereits konstant ist. Vgl. Spitzer [2, Chapter VI, Problem 8]. Diese Losung
ist aber deutlich komplizierter als der halb-beschrankte Fall, der auch schon nicht ganz

einfach ist.

Nun zur Losung der Aufgabe: OE sei h > 0, sonst betrachten wir h — ¢ mit ¢ := inf h.
Weiter sei h > 0. Wenn namlich h eine Nullstelle 2y hétte, also das Minimum anndhme,
dann folgt sofort (vgl. Aufgabe 14.3)

0=h(zg) = (2d)7" > h(zmg+e) = h(zp+e)=0 = h=0.
le]=1

Wir benétigen den Satz von Krein-Milman:

Satz. Es sei V ein lokal-konvezer topologischer, Hausdorffscher Vektorraum. Jede komp-

kate konvexe Teilmenge K ist die abgeschlossene konvexe Hille seiner FExtremalpunkte.
Beweis. Vgl. Rudin [1, Theorem 3.23, S. 75].

Wir nennen v € K Eztremalpunkt, wenn er nicht in der Form tx + (1 - ¢t)y mit z,y € K,
x #y und t € (0,1) dargestellt werden kann. Die konvexe Hiille einer Menge M ist die
Familie {tx + (1 -t)y:x,y e M,t e (0,1)}.

Im endlich-dimensionalen ist der Satz von Krein-Milman klar: ein Quader im R? hat als

Extremalpunkte die 8 Ecken, und diese spannen den gesamten Quader auf.
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Nun sei V = {alle harmonische Funktionen auf Z?} und wir statten V mit der punktweisen

Konvergenz aus. Weiter sei
K={heV:h>0,h(0)=1}.

Das ist offensichtlich eine abgeschlossene (klar, punktweise Konvergenz erhélt ,,harmonisch ¢
und ,,~(0) = 1%) und kompakte (klar: wenn sup,, f,(x) < oo fiir alle x gilt, kénnen wir fir
jedes z eine konvergente Folge f,,  (z), k, extrahieren, und alles mit einem Diagonalver-
fahren zu einer punktweise konvergenten Folge zusammenkleben. Das ist ,,poor man’s
Tychonov theorem“: beliebige Produkte kompakter Mengen sind kompakt. Hier haben
wir es mit der Menge [],[—sup,, f(x),+sup,, f(z)] zu tun) Teilmenge von V.

Wenn wir zeigen kénnen, dass K genau einen Extremalpunkt hat (der konstant ist), dann
sind wir fertig. Aufgrund der Harmonizitat konnen wir schreiben

JI+6
h(w)-—\‘zlhu o -Zdle;lhem ().

Weil h.(z) selbst harmonisch ist und weil 1 = h(0) = (2d)7* Ylej-1 h(e) gilt, ist h eine
Konvexkombination von Elementen h, € K. Wenn h extremal ist, dann folgt h(z) =
he(x) = h(z + €)/h(e) oder h(z +€) = h(z)h(e). Somit ist h(x) = e{® ) fiir ein geeignetes
a € Z%. Weiter gilt

Jensen h(e)
h(x)zzlhéz)he(az)zllz 7€) faa) T (o By B2a) _
€= el=1

Damit haben wir, dass harmonisch ist, dass h > 1 ist und dass A sein Minimum annimmt.
Nach der Vorbemerkung gilt dann h = h(0) = 1.

Nun greift der Satz von Krein-Milman.

Alternative Lésung 1 in Z? fiir d = 1,2: Angenommen, h > 0 ist harmonisch und
nicht konstant. Dann existiert ein xq € Z% mit h(zo) # h(0). Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit, nehmen wir nun an, dass h(zg) > h(0). Wir definieren eine neue Irrfahrt
Vi = o+ Sy, die von xg startet und wir betrachten die Stoppzeit 7 = min{k > 1: V}, = 2¢}.
Da V, in Z% mit d = 1,2 rekurrent ist, ist dann 7 < oo f.s. Die Funktion h ist harmonisch,
daher gilt fiir alle k € N

E°h(Vi) = h(z), xeZ%
Daher
h(0) = Eh(V,)
>E (h(Va)Lireny )

i E (h(Va)lirory)
k=1
P

: kz B(r = K)E™ (h(V_y))

P(7 <n)h(zo).
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Indem wir n gegen unendlich streben lassen, erhalten wir h(0) > h(zp), und das ergibt

einen Widerspruch!

Alternative Losung 2 (wenn wir gleichgradige Integrierbarkeit haben) Wenn h(X,,)
gleichgradig integrierbar ist, dann kann man so argumentieren: h > 0 zeigt E*|h(X,)| =
E*h(X,) = E*h(Xp) = h(x), d.h. der MG-Konvergenzsatz zeigt h(X,,) - Z, P*f.s. weil

aber

Zo(w) = Tim (e +61(w) + -+ £(w))

ist Z symmetrisch, d.h. nach Hewitt-Savage gilt Z, = [E*Z, f.s.

Weil h(X,,) - Z auch in L! gilt (hier verwenden wir ggi) folgt E*Z, = lim,, E*h(X,,) = h(x)
(wenn wir nicht ggi haben, gilt nur ,,<“!). Insbesondere dann aber Zx, = h(z+X1) = h(z)
f.s., d.h. h(z) = h(z + e) fir alle |e| = 1. Damit ist h konstant.

Aufgabe 14.6. Losung: Die Funktion u — v ist harmonisch und (u —v)|pa = ulsa — v|sa = 0.

Daher kénnen wir das Maximumprinzip anwenden (Satz 14.8) und erhalten

sup(u-v) =sup(u-v) =0 = u(z) -v(z) <0 VreAd = u(r)<v(z) VzeA.
A 0A

Weil wir  und v vertauschen kénnen, folgt u = v auf A.

Aufgabe 14.7. Lésung: Indem wir f = f* — f~ schreiben, kénnen wir stets f > 0 annehmen.
Es seien x,y € A. Wir definieren 7 := inf{n : X, = y}. Weil A zusammenhéngend ist, gibt

es einen Weg von =z — y und es gilt
P*(T > 1) > P*(X,, geht auf dem kiirzesten Weg von x nach y) > 0.

Mit der starken Markoveigenschaft erhalten wir daher

Ef(Xr) > E* (f(X7)L{7sry)
=E" (B* [£(X7)] 7sry)
=E* (BY [f(X7)] Lirsry)
=P*(T > 7)EY [f(X7)]

und es folgt, das E* f(X7) und EY f(X7) beide simultan endlich oder unendlich sind.

Aufgabe 14.8. Lésung: Lemma 14.10*. Es sei (X,)nen, eine einfache Irrfahrt, u: Z% - R
eine beschrinkte subharmonische Funktion auf A ¢ Z% und T = inf{n € Ny : X,, € A°}.

Dann ist My, == w(Xpar) ein subMartingal beziglich %, und allen P*.
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Beweis. Wir wissen aus Lemma 14.9, dass N,, == u(X,,) - X% Au(X;) ein MG ist. Daher
gilt auf der Menge {T" > 0} (beachte: {T > 0} € .%;, wir verwenden auflerdem optional
sampling):

0= E(Nuar = Np-iyar | Fne1) = E(w(Xnar) = w(X(no1)ar) = Au(Xpar-1) ) | Fnc1)

|
0

>
D E(U(Xn/\T) - U(X(nfl)/\T)) ’ rgsn—l)'

Auf T = 0 haben wir Nya7r = No = u(Xo) = u(Xpa7), d-h. es gilt u(X,_1)a7) < E(w(Xpar) |
ffn_l). Daher ist (w(Xpar), Fn)n €in sub-MG.

Aufgabe 14.9. Lésung:

(a) Weil P eine endliche Summation bedeutet, konnen wir P und Y.5° vertauschen und
finden

PG:P(iP"): iPP“= iP”“: iPm=G-I
n=0 n=0

n=0 m=1

wobei wir P = I verwednden. Weiter gilt
AG=(P-1)G=PG-G™*"G-T-G=-I
und weil auch

PG = iP””:(iP”)P:GP

n=0 n=0

gilt, folgt -1 = AG = GA.
(b) Nach Definition gilt Pu(z) = E*u(X;). Mit der Markov-Eigenschaft sehen wir

E'u(X,) = E* [EX'u(X1)] = B (Pu)(Xpo1) = -+ = P u(w).

(¢c) Weil u=Gf, f>0 = u=Gf >0, und wir haben mit der Konvention, dass fiir

beliebige messbare Funktionen g auf der Menge {7 = oo} gilt g(X;) =0,

u(e) = Gf (x) =E* iof(Xn)]
_R* i)f(Xn)]l{T@o}]
[7-1 o
=[E” Z%)f(Xn)]l{‘r@O} + Z:: f(X”)]l{T@O}:l

[7-1 oo
=E* ZE)f(Xn)]l{T<oo}:| +E* I:EXT (Z f(X’L)) ]1{7'<<>o}:|
L= =0

[T-1
-E Zof(Xn)]l{T«’"}] +E* [Gf(XT)]l{T@O}]

[7-1
_E° Zof(xn)] +ET[Gf(X)].
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86

(d) Interpretation 1: Wenn wir unter dem Trager von Gv die Menge supp Gv = {Gv > 0}
verstehen, ist die Aufgabe trivial: Weil Gu(z) > 0, Gv(z) > 0 fiir alle z gilt, folgt aus

Gu > Gv auf {Gv > 0} trivialerweise Gu > Gv.

Interpretation 2: In der Potentialtheorie versteht man unter dem Trager von Gv oft
die Menge B = {v > 0}. Dann gilt auch Gu > Gv auf {v > 0}, dann schon Gu > Gv

uberall.

Wir verwenden Teilaufgabe (¢) mit u ~ Gu, f ~u und B = {v > 0} = supp Gv. Aus

(c) wissen wir fiir alle z

T7-1
Gu(x) = E*Gu(X;) +E* Y u(X,)
n=0
X,eB =1
> E*Gu(X;) + E* Z u(Xy)
n=0
u2v=0
> E*Guv(X;)
wenn n<Tt
w0 E*Gu(X,) +E* Tz_l (X»)
wenr;n<7' v T n:Ov n

= Gu(x)

(e) In dieser Aufgabe miissen wir sorgféltig zwischen den Stoppzeiten
T:=inf{neNp: X, e B} und 71":=inf{neN:X, ¢ B}

unterscheiden. 7 heifit erste Eintrittszeit, 7% erste Riickkehrzeit. Beachte, dass
7 =0 wenn Xg € B, dass das aber fiir 77 nicht gelten muf}. Andererseits haben

wir 7 = 77 auf der Menge {7 > 0}. Die SMP zeigt daher

E*®(X,+) = E*EX1 & (f(X,)).

Wir schreiben Pp f(x) := E* f(X;). Wir missen PG f = G fiir ein v > 0 zeigen.
Weil

G(I-P)=(I-P)G=1
gilt, ist
v=(-P)Gy=(I-P)PpGf
ein guter Kandidat. Wir kénnen v folgendermafien ausrechnen

(x) = PgGf(x) - PPGf(x) = E°Gf(X,;) -E°EX G f(X,)
=E*Gf(X;) -E°Gf(X+).

Aus dieser Gleichheit wird sofort klar, dass ¥ (z) = 0, wenn = ¢ B: wir haben

namlich P*(7>0)=P*(r=7") =1.
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Andererseits gilt auch
PPyGf(x) = PE*Gf(X,)

=E"EX Y P"f(X,)
n=0

=E* Y EM P f(X,)

n=0

= E® i Pn+1f(XT)
n=0

- E" i P"f(X,) < PgGf(x)

n=1
alsoist ¢ = PG f- PPpGf > 0, und wir erhalten, dass PG f = Gt ein Potential
ist.

(i) Wenn z € B, dann gilt 7 =0, d.h. u(z) :=E*Gf(X;) =E*Gf(Xo) = Gf(x).

(iii) Wir verwenden Teilaufgabe (c) mit u =G f

-1
u(e) =B (G (X)) = GF () - B T J(X0) < G (@)

(S —
20 weil f20

(iv) Ist offensichtlich von Teil (i).

Die Eindeutigkeit folgt nun aus dem Maximumprinzip, das wir auf eine Funktion w

mit den Eigenschaften (i)—(iv) anwenden. Wir schreiben u(x) = Gy (x) = E*G f(X;).
wlp=Gflp=ulp = u<w auf B

= GY <w auf B> {¢ >0}

g GY(z) <w(x) fir alle z.

Wir haben also u < w gezeigt, d.h. u ist, beziiglich der Eigenschaften (i)—(iv), minimal
(und damit eindeutig).
Setze f =wu— Pu. Damit
n . .
Gf = G(u~- Pu) =lim Y (P'u~ P"'u) = lim(u - P""'u) = u - lim P"*a.
n i=0 n n
Dieser Grenzwert existiert offensichtlich (wegen Pu < u ist das ein Infimum /absteigender
limes), also gilt G f = u—h, wobei h = lim,,, P"u. Weil Pu < u gilt auch f = u—Pu > 0.
Schliefflich haben wir

Ph = Plim P"h =lim P""'h = h = h harmonisch.

Wenn v =Gf+h=Gf +hist, wobei f';h’ >0 und h’ harmonisch ist, dann gilt
G(f-f)=h'-h = PG(f-f)=P(W-h)=h'-h
= G(f-f)-(f-f)=h"-h
— f=f [weil wir G(f - f')=h'~h haben!]
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und notwendigerweise auch h = h'.
(g) Mit dem Stop’n’go Prinzip sehen wir fiir p(z) := P*(7 < 0)
Pp() = B (1 oy P (7 < 00)) S B (e ) = p(2).
Damit ist p superharmonisch und exzessiv. Wir haben
h(x) = lim P"p(x) = 1175111[59”(]17@019)(”(7 < oo))

und das ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass wir die Menge B nach n gemachten
Schritten in endlich vielen weiteren Schritten erreichen. Weil das fiir alle n gilt ist
h(z) die W-Keit, die Menge B unendlich oft zu besuchen. Damit ist die Riesz-
Zerlegung gegeben durch

P*(7 <o00) =G(p- Pp)(z) + h(x).

Aufgabe 14.10. Lésung: Ja, gilt auch in d Dimensionen. Wir zeigen direkt diesen Fall. Wir
schreiben X, = (X},..., X%) und &, = (¢},...,€%) fiir die Koordinaten. Nach Definition
gilt

E¢, =0
sowie

E[(£)%] = P(&], = €)12 + P(&], = —;) (-1)? + (1 - P(&), € {=e;}))0% =

SN

2
2d
Weiter gilt fiir i,k € {1,...,d} und n € Ny
E(X£+1Xrl§+1 | gzn) = E((X:L +€;‘L+1)(XT]:E + fvlfwl) | g\n)
= B(X, X0 + & X0+ Enan Xp + Eaibin) | Fn)

und nun beachten wir, dass X, X* .Z,-mb. sind

= X:;Xﬁ + eriE( : | Fn) + X%E(gﬁu | Fn) +E(§;+1§£+1 | Fn)

n+1

und dass & ,,€F | = 0 fiir k # i (weil wir nicht in zwei Richtungen gleichzeitig gehen

konnen!) sowie die Unabhiingigkeit von ¢¥,, von %,
= X X5+ XNE(E,) + XRE(EN ) + 0B ((6h41)7)
; 1
= XPXF 4 Zoi.
d
Wir summieren nun iiber ¢,k =1,...,d und erhalten

E([Xna1]? | Zn) = [Xnl +1 = E(|Xne1> - (n+1) | .Z,) = | X0|* - n.
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Aufgabe 14.11. Losung: Wir fiihren alles auf die Situation a’ < 0 < b zuriick, indem wir
a':=a-x<0<b-1z="b" setzen und beachten, dass T =inf{n: S, ¢ (a’,b')}. Dann gilt
v b-ux
V-a b-a

P'(Xr=a)=P(Xr+x=0a)=P(Xr=a-2)=P(Xr=d")=

Aufgabe 14.12. Losung: Fiir jedes z € A gilt

1
u(z) =) ﬁu(x +e), xeA,
le|=1

wobei die Unbekannten gerade die Terme (u(x))gzea sind. Beachte: u(x +e) = f(z +¢€)
wenn z + e € 0A.

Aufgabe 14.13. Losung: Wir miissen eigentlich nur den Beweis von Satz 14.12 leicht abadndern.
Nachweis der Losungseigenschaft: Wir definieren w(x) wie angegeben.
(a) Fiir be DA gilt P2(T = 0) = 1, also w(b) € E*£(Xo) 1 (1eoey = E'f(Xo) = f(D).
(b) Fiir a € A gilt P4(T > 1) = 1 und wir betrachten X, := X,,11 - X1 ~ X,, und 7" :=
inf{n: X/ e A°}. Weil T = 00 <= T’ = o0, gilt

w(a) CE (X)L reor] = B (Xir + X1) L (1cony] = X (X1 17700y )
—_———
unabh.

T EIEN [ (X)L ] = EMw(X0)
und es folgt Aw(a) = E*w(X;) - w(a) =0.

Minimalitdt der Lésung: Angenommen u > 0 ist eine weitere Losung des Problems. Dann

ist wg. Lemma 14.10 M,, := u(X,,,7) ein beschrinktes Martingal.
Optional stopping (Satz 4.4) und das Lemma von Fatou ergeben
x 4.4 def

u(z) =B Mo = E*Muar = E*[u(Xna1) 1 ircoo) ]-

Wir kénnen nun Fatou anwenden
u(x) = liminf E*[u( XA ) 110y ] 2 E*[liminf u(Xpar) 1 {1cooy ]
n— 00 n— 00
= B [w(X1) 1 i1cooy] = E* [ f (X)L {1co0} |-

Aufgabe 14.14. Losung: Gemifl Korollar 14.16 hat v die Gestalt

U(LU) = EI[U(XT)]I{T«X,}] + CPI(T = oo)
= E*[w(0) L {700 ] + ¢P*(T = o0)
= w(0)P* (T < 00) + ¢ P*(T = o0).
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Fall 1: d =1,2. Dann gilt P*(T < c0) =1 (da rekurrent). Mithin u(z) = u(0).
Fall 2: d > 3. Dann gilt P*(T = 00) > 0 (da transient). Wenn wir = 0 wihlen, folgt
1(0) = u(0)P(T < 00) + ¢PY(T = 00) = ¢ =u(0)

und die Behauptung folgt.

Aufgabe 14.15. Losung: Geht wie Lemma 14.11: die Annahme garantiert, dass es me N, p e
(0,1) gibt mit P*(T < m) > p und daher P*(T > km) < (1 - p)F.

Aufgabe 14.16. Losung: Wir dndern Schritt 2° folgendermafen ab: Fiir B € Z(R?) erhalten

WIr
P*(X, € B) -PY(X, ¢ B)
=P"Y(Z, e BxRY) -P"¥ (Z, eR% x B)
=P"Y(Z,e BxR% 7>n)-P"(Z,eR*x B, 7 >n)
+P"Y(Z, e BxR% 7<n)-P™(Z,eR"x B, 7 <n)
Eprv (2, e BxRY, 7>n) - P (Z, e R x B, 7> n)

< P™Y(r > n).

Diese Rechnung gilt auch fiir den Betrag der linken Seite: vertausche die Rollen von =z
und y und beachte, dass P*Y(7 > n) = PY*(7 > n). Wir miissen nur noch das Supremum
iiber alle B € Z(R%) bilden.

Aufgabe 14.17. Loésung: |Fehler in der Angabe: E0TY < oo fiir o < % und = +oo fir a

o=

Fehler in der Angabe: P*(7 > n) < en® Y2 fiir € > 0

Im folgenden schreiben wir stets T":=T7. Wir miissen zwischen zwei Féllen unterscheiden:
p 2 q und p < gq. Das ist auch klar, wenn man den Extremfall p = 0 < ¢ betrachtet: in
diesem Fall kann 1 niemals erreicht werden. Wir werden weiter unten sehen, an welchem

technischen Detail diese Fallunterscheidung hangt.

Allgemeine Rechnungen: Wir haben
f(0):=Ee’ =pe? +qge?+r, 020
und es gilt, dass M, := /%7 /f"() ein Martingal ist. Offensichtlich haben wir

£/(0) = pe’ - qe®
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und es folgt f'(#) > 0 wenn p > ¢, d.h. f ist in diesem Fall monoton wachsend und
insbesondere f(0) > 1.

Fiir p < ¢ hat f(0) ein Minimum an der Stelle log\/¢/p > 0 und f < 1 wenn 6 € (0,¢)
hinreichend klein aber # 0 ist.

Fall p > q. Wir konnen hier wie in Beispiel 4.6 und Beispiel 11.10 argumentieren:
eexn/\T 0 o
.ngge furalle@?()

Xt 0

e lim

we f(0) T F(O)T

e Wir wenden nun optional sampling auf das MG M,, an und beachten, dass ein MG

1700y fiir alle 6 >0

konstanten Erwartungswert hat.

eeXn/\T

By

0Xnar 1
dom. Konv. . € 0 {T<oo} | monotone Konv.
= Ellm —————|=¢'E P(T .

[nl_{ﬂlo f(g)nAT] ¢ [f(g)mT] 910 (T < o0)

1= EMO = EMOAT = lim EMn/\T =
n—>00

e Wenn wir 7' < oo f.s. wieder in die bisherigen Rechnungen einsetzen, folgt
E [f(@)_T] =E [(peg +qe ¥+ r)_T] e (*)

Wir kénnen die Formel (*) auf beiden Seiten in 6 differenzieren und dann 6 = 1 einsetzen.

Es folgt mit dem Differentiationslemma—beachte, dass T'(1 +€)~7 < ¢(n,€) wenn T > n:
E [T(pee - qe_e)(pee +qef+ r)_T_l] =—¢?

Fiir 6 = 1 folgt ET(p - ¢) = 1 und somit ET = (p—¢)~!. Fiir p > ¢ ist die eben gemachte

Rechnung rigoros, fiir p = g folgt ET" = oo, wie wir weiter unten sehen werden.

Fall p = q. Wir wollen mit Hilfe von (*) die Laplace-Transformation von 7' finden. Dazu

setzen wir

u
e -1 _ 1
+2=el1e 0= =45,

e =2p(e? +e?)+1-2p=2p(coshf-1) +1 —>

Wir 16sen nach s = e? auf und erhalten

%+2—\/(ﬁ+1+2)2—4

2

u _ U _ 2
i (e 1+1) 1
2p 2p
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und somit

I—Ee_u(T+1) _ (1_i) (l_e—u)+\/<1—e—u)(l—e—u +1).
2p p 4p

Aus Beispiel 11.10 wissen wir, dass die Asymptotik von 1 — Ee *T*D) fiir u — 0 fiir die

Konvergenz von ET® wesentlich ist. Es gilt fiir 0 <u <« 1

1 1
1—Eé“”ﬂm(1——Ju+ E(qu)m(1——)u+vﬁzmvﬁz
2p p \4p 2p P P

Damit sehen wir wie im Beispiel, dass ETT* < co fiir o < % gilt und dass ET}" = oo fiir a > %

gilt.

Schliefllich wenden wir uns der Coupling-Abschétzung zu: Wir haben 7 =T} und
1
P*(Ty > n) =P*(T7 > n®) < n “ETy, Va< 3

Beachte, dass T tatsédchlich die Kopplungszeit ist — siche die Bemerkung am Ende von
Beispiel 14.21.e und die Konstruktion der iterativen Kopplungen im Beweis von Lemma 14.23,

fiir die man maximal d iid Kopien von T} erhélt.

Fall p < ¢q: Hier argumentieren wir wie im Beispiel 11.9. Wegen

(6 1) G el
e I (N ESI B O

&
E[(g) ]:gp+2-q+r:q+p+r:1
q

)

p)&]'

Weil

p p

kénnen wir Beispiel 11.9 wortlich folgen und erhalten P(7} < o) = § und P(7} = o0) =

1 - L. Insbesondere gilt ETY* = oo fiir alle a > 0.

Partielle alternative Losung: Setze f,, := P"(7T] < o0) — das ist die W-keit 1 zu erre-

ichen, wenn Xg =n € Z gilt. Offenbar gilt

fi=1 wnd  fo=p+rfo+qfa=p+rfo+qfy (**)
weil ndmlich mit der starken ME gilt
o =P YTy < Ty, Ty < 0)
=E ! [L1<0eP¥70 (T < 00)]
=B [17)<e P’ (T1 < 00)]
= B [173<00 | PY (T} < 00)
= f2.
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Die quadratische Gleichung (**) hat zwei Losungen: fo =1 und fy = p/q, wobei wir die
erste Losung im Fall p > ¢ wihlen (miissen) und fy = p/q im Fall p < ¢ wéhlen miissen

(sieht man, wenn wir z.B. den Extremfall p = 0 betrachten, fiir den fy = 0 sein muf.
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15 Donskers Invarianzprinzip und die

Brownsche Bewegung

Aufgabe 15.1. Losung: Der Approximationssatz von Weierstrafl (z.B. [Schilling-WT, Satz
8.6]) besagt, dass die Polynome gleichméfig dicht im Raumf C' = C[0,1] sind. Wenn
p(x) = ¥ya;x" ein Polynom vom Grad n ist, konnen wir rationale Zahlen qo,...,qy,

bestimmen, so dass

n

\Z| %)x Z|az QZ SE.

=0

p(l’) ZQZ

=0

Z|az C_IZ € —— Ssup
z€[0,1]

Also sind auch die Polynome mit rationalen Koeffizienten gleichméfig dicht in C.

Damit ist der Beweis, dass die Kugeln B(p,d) (p aus einer dichten Teilmenge von C, 6 >0
rational) bzw. B(p, §) identisch mit dem Beweis, dass die Euklidischen Kugeln B, (q) c RY,
qeQ? reQ* (bzw. B,(q)) die Borel-Mengen erzeugen. Vgl. hierzu [Schilling-MI, Aufgabe
2.5].
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